














































 
 

Le piège de Penning  
 
On étudie un  piège de Penning permettant de confiner un électron au 
voisinage de l’origine O du repère associé au référentiel galiléen de l’étude. 
Dans cette région règnent : 

- un potentiel électrostatique )z2yx(
a
UV 222

2
−+=  

     - un champ magnétostatique uniforme B


selon Oz. 
 
 
 

I- Ecrire les équations cartésiennes du mouvement de l’électron. 
 

• On néglige le poids de l’électron. 

• On calcule le champ électrostatique : z2y2x2
uz
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• Loi de la quantité de mouvement pour l’électron dans le référentiel galiléen : BveEeam
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II- a-On suppose que le champ magnétique est  nul.  

Décrire qualitativement le mouvement de l’électron selon les trois axes et définir une première pulsation 
caractéristique notée ωz. En prenant U = 10 V et a = 1 cm, donner un ordre de grandeur de ωz. 
L’électron est-il, comme on le souhaite, confiné au voisinage de O ? 
 

b-On suppose que le potentiel électrostatique est nul.  
Décrire qualitativement le mouvement de l’électron selon les trois axes et définir une deuxième pulsation 
caractéristique notée ωc. Donner un ordre de grandeur de ωc. 
L’électron est-il, comme on le souhaite, confiné au voisinage de O ? 

 

    a- B = 0 donc il reste : 















=+

=−

=−

0z
ma

eU4z

0y
ma

eU2y

0x
ma

eU2x

2

2

2







 

• Les solutions des équations en x et y vont comporter des termes en exponentielle croissante avec le temps. 
x et y vont tendre vers l’infini. L’électron ne pourra donc pas être confiné au voisinage de O. 

 

• Le mouvement selon z est sinusoïdal de pulsation : 2z ma
eU2=ω  

Ordre de grandeur : 
430
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z 10.10
10.102

−−

−
≈ω = 2.108 rad.s-1  (donc une fréquence de l’ordre de 30 MHz) 
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b- U = 0 donc il reste : 
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     • Dans le plan horizontal  Oxy, la trajectoire de l’électron sous l’action du champ magnétique est circulaire. 

       La pulsation associée est : 
m
eB

c =ω  

 
      Ordre de grandeur avec B = 1 T :  ωc ≈ 1011 rad.s-1   (donc une fréquence de l’ordre de 16 GHz) 
      
     • Selon Oz, l’électron a un mouvement rectiligne uniforme si 0)0(z ≠ .  
                 L’électron va s’écarter de O et ne sera donc pas confiné. 
 
    Conclusion : Dans les deux cas, l’électron n’est pas piégé. 
 
 

III- a-Réécrire les équations du mouvement en fonction des deux pulsations ωz et ω. 

b-Montrer que l’électron peut avoir un mouvement horizontal circulaire d’équations x(t) = Acosωt et 
   y(t) = Asinωt, à condition de choisir un champ magnétique suffisamment intense. 
 Quelles sont les valeurs possibles pour la pulsation ω ? 
 

a-Les équations de la question 1 deviennent :  
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b-On reporte x(t) = Acosωt et  y(t) = Asinωt dans la première équation différentielle : 

 tcosAtcosA
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tcosA c
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−ωω−    d’où : 0
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Ce mouvement circulaire n’existe que si ω est définie. Il faut que le discriminant de cette équation du second 
degré soit positif. 

Soit : 02 2
z

2
c >ω−ω    donc : z2

m
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=>      A.N : Bmin ≈ 2 mT 

 

Les solutions de l’équation en ω sont : )2(
2
1 2

z
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2
1 2

z
2
cc2 ω−ω+ω=ω  

 
Ordre de grandeur avec ωz  = 2.108 rad.s-1 et ωc = 1011 rad.s-1 :  ω1 ≈ 2.105 rad.s-1  et ω2 ≈ ωc = 1011 rad.s-1   
 
Il n’y a que deux mouvements circulaires possibles dans le plan horizontal. 

 L’un de basse fréquence f1 ≈ 30 kHz, l’autre de haute fréquence f2 ≈ 16 GHz. 



 
 

 
 

IV- La trajectoire de l’électron a l’allure suivante. Commenter compte tenu des résultats précédents. 
 

On constate que l’électron se déplace au voisinage de l’origine. Le confinement est réalisé. 
 
L’étude précédente fait apparaître trois mouvements sinusoïdaux :  
- un mouvement sinusoïdal selon Oz de pulsation ωz 
- Deux mouvements horizontaux circulaires de haute et basse pulsations ω1 et ω2. 
Les évaluations numériques ont donné : ω1 << ωz << ω2. 

Le mouvement général va être la superposition de ces trois « modes ».  
On peut tenter une justification en invoquant l’analyse de Fourier : x(t), y(t) et z(t) s’écrivent comme 
superposition de fonctions sinusoïdales. Les seules pulsations qui sont finalement apparues sont ωz, ω1 et ω2. 
 
On observe bien sur la trajectoire ces trois mouvements sinusoïdaux : 
- le mouvement basse fréquence qui correspond à la trajectoire circulaire horizontale moyenne 
- le mouvement vertical de fréquence moyenne (8 périodes de mouvement vertical pendant un tour) 
- le deuxième mouvement circulaire horizontal de haute fréquence (une dizaine de « petits tours » quand z 

passe de sa valeur minimale à sa valeur maximale) 
 
 

Questions supplémentaires éventuelles : 
 

- Vérifier que le potentiel est compatible avec les lois de l’électrostatique. 

Il vérifie l’équation de Laplace ΔV = 0 
 
    - Déterminer le rayon de la trajectoire circulaire dans le cas de la question II-b 

    R = mv/eB 
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I. � Théorème de Gauss : Le flux (sortant) du champ électrostatique à travers une surface fermée Σ est égale au rapport

de la charge située à l’intérieur de Σ par ε0.

� Pour qu’une particule chargée puisse être piégée en un point M de l’espace, il faut et il suffit qu’il existe un extremum

de potentiel en M et donc, sachant que dV = −
#»

E · d #»r , que le champ électrostatique diverge (ou converge) à partir

de M : le flux du champ sur une surface entourant M est donc strictement positif (ou strictement négatif). D’après le

théorème de Gauss, il doit y avoir une charge en M, la zone ne peut pas être vide de charge.

II. � On calcule la force électrique exercée sur la particule (de charge q, de masse m) :

#»

F = −
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grad
(
Ep

)
= −q
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Soit :
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� On applique alors le PFD à la particule (poids négligé) :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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� Les équations trouvées sont de la forme :
d2X

dt2
± ω

2
0X = 0

En fonction du signe de qV0, on a donc soit l’équation d’un oscillateur harmonique (état lié), soit des solutions

divergentes (état de diffusion) :

— Si qV0 > 0, alors le mouvement de la particule est confiné suivant x et y, en revanche la particule peut s’échapper

dans la direction (Oz).

— Si qV0 < 0, alors la particule est piégée dans la direction (Oz), en revanche la particule peut s’échapper dans les

directions (Ox) et (Oy).

Ainsi, on ne peut pas piéger la particule grâce à ce potentiel.

III. 1. V(t) étant une fonction sinusoïdal du temps, il change de signe périodiquement : pendant une demi période (qV(t) >

0), la particule sera piégée dans le plan (Oxy) mais dérivera dans la direction (Oz) et pendant la demi-période suivante

ce sera l’inverse. En choisissant judicieusement la période de V(t), on comprend bien que l’on peux envisager de

piéger la particule.

2. Le PFD appliqué à la particule donne cette fois :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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On pose alors :

τ =
ωpt

2

qz = −2qx = −2qy =
2qV0

ma2ω2
p

et on obtient le système d’équation demandé.



3. Plaçons nous dans le cas où qV0 > 0 et dans le cas où cosωpt > 0 (première alternance par exemple) : La particule

dérive suivant l’axe (Oz). Pour trouver un temps caractéristique de cette dérive, on considère que la particule est mise

en mouvement sous un potentiel V0 (en réalité inférieur) avec une vitesse de l’ordre de grandeur :

v =

√
2qV0

m

Le temps mis par la charge pour s’échapper de ce potentiel électrostatique (z > a) est donc :

t∗ =
a

v
=

√
a2m

2qV0

Pour que la particule de s’échappe pas, il faut donc que ce temps t∗ soit supérieur à la période d’évolution du potentiel :

2π
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< t∗ ⇒ ωp > 2π

√
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4. On garde la condition la plus contraignante, c’est à dire celle portant sur qz ,on arrive alors à :

ωp >

√
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