X-ENS MP 2012. Composition de Physique

I. Une théorie du gravitomagnétisme
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L1)  E(M)= o et G(M) = —Gm

1.2)  E(M) vérifie divE =
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Par analogie, on remplace — par —47G. On obtient divE = —47Gp = L avec|eg = ——
€0 €g 4G
Le théoreme de Green-Ostrogradsky donne alors : / / / divg dr = ﬂ g.dﬁsmme = —47GM;,;
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I.3) gestenms 2, rof g en 52 donc h est en 5.
I.4) La divergence d’un rotationnel est toujours nulle : div ﬁ h) =0
Donc div j + div (696—?) =0=divy+ egE(diV g) soit|div j + af 0.
I.5) En l'absence de matiere, j =0 et p = 0
— ah ~drot h i
Tot (1%% g) = grad (div §) — Ag = r‘% r((;t = —eg,uga—tg
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D’ou I'équation de d’Alembert : Ag — eg,uga—tg =0=Ag— gﬁ_tg
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1.6) Force gravitationnelle f=mg
La force de Lorentz s’écrit f, = q(E+UA B) donc par analogie, la force due a h s’écrit| f, = mvAh

I.7)  On se place en coordonnées cylindriques d’axe Oz parallele au fil.

Le systeme est invariant par translation selon Oz et par rotation autour de Oz donc le champ ¢

ne dépend ni de z ni de 6, mais seulement de la distance r au fil.

Le plan contenant M et le fil est de symétrie, ainsi que le plan contenant M et perpendiculaire

au fil. ¢ appartient donc & ces deux plans. Il est donc radial : § = g(r)e,.

On applique le théoreme de Gauss gravitationnel a une surface cylindrique d’axe Oz de hauteur

H et de rayon r :
ﬂs G.dSsoriante = 2nrHg(r) = —4nGMn = —47GAH d'ott| § = —
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I.8)  Un élément de masse dm = Adl subit une force d ]i; = g(M) dm donc une longueur de fil unité

subit la force attractive :

= 2)\2G
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I. 9) Meémes invariances qu’en 1.7 donc h= fL(r) Le plan contenant M et le fil est de symétrie donc

h est perpendlcula1re a ce plan h= h(r)ép
L’équation ro rot I = Lbg ] est équivalente a un théoreme d’ampere gravitationnel :

j{ h.dl = // ,ugf.dg: tigly
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On prend un contour (C) circulaire d’axe le fil, et comme surface (S) le disque de rayon r s’ap-
puyant sur (C). Le flux de masse est_I, = \v.

4rGlv | | > 2GAv
2nrh(r) = pghv = — 2 d'oulh = — 2
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1.10) Un élément dm = Adl de fil subit une force dfy, = dmiv' A h = — 24 dle, N ép.
c
D’ot la force répulsive pour une longueur unité :
L 260 %?
1Bl _ 2| les vi lativi sgliger F, devant F|
||]3 T =2 onc pour les vitesses non relativistes, on peut négliger Fj devant F,.
g

Si on change le sens de ¢ d’un fil, F, change de signe.

I1.11) Pour une spire circulaire d’axe Oz, |M = 7 R%I¢,
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1.12) Par analogie on définit| M, = nR%*,é,|= ﬂRQméz = WRQ%E; = m—w@.

T 21 2

Le moment cinétique est ¢ = Jwé, = mR?we,. Donc & = 2M,,

1.13) Couple subi par un dipdle magnétique T'= M A B Honc par analogie le gyroscope placé dans
h subit un couplq I'y, = M, A h.
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Théoreme du moment cinétique barycentrique appliqué au gyroscope : fl. ow ~
do_: - g . PR I
— = M, A h|soit .\
dt . &
do 1 -~  —h ~
— = —GANh=—AG=0QAG
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On a un mouvement de précession de ¢ autour de —h a vitesse angulaire h/2.

I1. Effet gravitomagnétique sur un satellite du a sa révolution

I1.1) Principe fondamental de la dynamique dans le référentiel géocentrique supposé galiléen :
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-m—e, = — €, et a la surface g =
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AN.sia << Rg, v~+/gRg ~ 8kms . Période de révolution : T' = T _ or [ 2 =5000s.
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I1.3) Par analogie h = R, e, avec| I, = Mg /T S y,
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On a une précession de & autour ddans le sens direet a vitesse angulaire w; = T
c

I1.4) D’apres 1.13,



8.10°
3.108

IL5) AN.G=wTs =3, 2.10%(

que la valeur expérimentale.

2
) /5.10° = 1,510 °rad/an. Cette valeur est 2 fois plus faible

I11. Effet gravitomagnétique de la rotation de la terre sur un satellite
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I11.2) Par analogi¢ h = 3(M,.1i)rt g :47)\4 PO 4 1
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I11.3) Mg = M€, n.€, = sinf et ii.€, = cos b
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I11.4) On a toujours d_j =5 A G et 7 reste parallele a Oy sur un temps T.
Donc d ~ 50@ A h,e, = z 5 ex, “°0

0 h, >T M, T
IT1.5) € est faible donc tane ~ € = 00 =t Mo M
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I11.7) Z_i = in = 127, = 1286400 ~ 5.1072 ce qui correspond aux valeurs mesurées.
2
On a aussi wy = 127T—;2 = 7.10%rad/an ce qui est 2 fois plus faible que la valeur mesurée. Le
C —_—

modele est donc acceptable.

IT1.8) La précession géodétique est autour de Oz alors que la précession de Lense -Thirring est selon
Ox quand le satellite est sur une orbite polaire. On peut donc distinguer les deux rotations.



IV. Mesure du mouvement du gyroscope

k —2
IV.1) La force de Lorentz donne B en & =kgC st
Cms!

Or 5 = totA donc A est en kg C'ms™! ce qui est bien 'unité de m.v/e
IV.2)| j = —Ned

IV.3) j étant fini, si la résistivité est nulle, £ est nul dans le supraconducteur.
dpe
localement neutre). On a donc div j = 0 et par conséquent div A = 0.
IV.4) Onavuque £ =0
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Conservation de la charge : div f+ =0.Ordiv E = pe/€o = 0 (donc le supraconducteur est

IV.5) div E = p./e,, div B =0 et tot E = 5, sont vérifiées.

IV.6) |0 = rQép|en coordonnées cylindriques d’axe Oz.

— = = O[ — 2 ~
B créé par un fil infini vérifie hors du fil tot B =0 = rot (g €p) donc ﬁ(@) =0
r T

2me | .
€, [uniforme.
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Iei|B = < 5ot (r—ég) =0 (720 + grad r* A @) =
r e r
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IV.7) Les électrons sont immobiles dans le supraconducteur donc il n’y a pas de courant surfacique
entre le niobium et le quartz. B est donc continu. Il est donc aussi uniforme dans la boule.
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AN. B = =107%T
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On peut donc mesurer wyt moyen avec une précision de 5.107° rad. La précision relative sera

meilleure sur une durée de mesure importante.
5.107°

10107 2,5% avec les valeurs de 'énoncé

Sur un an, on a donc une précision relative sur wy de

et de 7% environ avec celles calculées.
Les mesures de 2004 de la NASA ont vérifié I'existence de wy & 19% pres et la sonde LAGEOS 3
espere obtenir quelques %.

Merci de me signaler d’éventuelles erreurs : trabujo.nadine@wanadoo.fr



