OD2 Cordes vibrantes PC* Joffre

Cordes vibrantes

I. Equation de propagation

1. Hypotheses et modele

X On considere une corde de masse linéique u, de longueur L et de section de rayon r.

X La corde est considérée sans raideur . En toute rigueur, a cause de I'élasticité du matériau,
il faudrait prendre en compte la raideur de la corde. Ceci est surtout vrai pour les cordes de
grande section ( L > /S non vérifiée). Dans ce cas-13, il faut rajouter un couple :

mr? 0%y

4 0a2

Cela revient a rajouter un terme en % dans I’équation de propagation.

X On néglige les effets de la pesanteur (attention cela ne signifie pas que la masse de la corde
soit nulle!)

X On néglige le couplage de la corde avec I'air. Dans le cas contraire, ce couplage se traduit
par une force de frottement visqueux.

X La corde est tendue par une tension T. Cette tension peut étre fixée par une masse fixée a
I'une des extrémités de la corde :

y

['(z,t) =

'/Corde au repos
L

Hh
-

M

Avec :
To = Mg
X On étudie de part et d’autre de la position d’équilibre les petits mouvements transversaux
de la corde dans le plan Oy, en admettant qu’'un élément de corde en & au repos reste a la
méme abscisse « a 'instant ¢. L’élongation est notée y(z,t).

X La tension T'(z,t) = T a(z,t) est définie comme étant la force s’exercant en x a l'instant ¢
par la partie de corde située a droite de x sur la partie de la corde située a gauche de x.

X La tangente en M a la corde fait avec 'axe Oz un angle a(x,t).

y
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X Un élément de longueur de la corde est alors donné par :

2
ds* = dz? + dy? = dz? (1 + (gi) ) = da? (1 + a2) = dz?

Car,

tanaz2a = — <<1

Ox

X Au premier ordre en «, on a donc :

ds = dz

2. Equation de propagation

X Le principe fondamental de la dynamique pour un élément de longueur dl = ds =~ dx de la
corde donne :

0%y

Sty = T(x + dz) — T(x)

pdx

e
T (x +dx,t)

X x+dx

X En projection sur Ox, on a :
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0= (Tcosa)(x+dx,t) — (T cosa)(x,t)

D’oull :
Tcosa = C% =T,

X En projection sur Oy, on a :

0%y . : 0T sin«
/de@ = (Tsina)(x +dz,t) — (T'sina)(x,t) = de
02y _ OTsina cosar dtana 02y
Forr = oz _T or  "9a?

0

X On en déduit I'’équation de propagation de la corde vibrante :

Py 10% 0 Ty
—2 - ——2 =0, avec c = (| —
ox? 2 ot? ’ 1

3. Grandeurs couplées, impédance caractéristique
X Pour déterminer les grandeurs couplées partons des équations qui nous ont permis d’établir
I’équation d’onde :
@ premiere équation :

0%y OTsina ov oT, . oy _
o = oy éua ==—, Ctv=75 et Ty = —T'sina = —Ty—

@& deuxieme équation :
0 oT, ov
Tsina = Tyol = 9 = T,

ox ot I

= Les grandeurs couplées dons le cas de la corde vibrante sont : v et T,

X Placons-nous dans le cas d’'une OPP+, telle que :

= r{2) ()22

avec :

1. En toute rigueur, on obtient : T'(x,t) cosa(x,t) ~ T(x,t) = T(t), mais en pratique, on obtient bien une
constante. En effet, en négligeant I'inertie de la poulie, on peut écrire : T(t) = m(g + a) on @ est 'accélération de
la masse M. En négligeant accélération de cette masse devant g, on obtient donc : T'(t) = Mg = C*t¢
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On a donc :
d—h:O:>h:cste:0
dt
on a donc :
v:f(t—x> etTg:Zc-f<t—x>
1 c
ou :

Ze = pc = Vﬁi;;

X Pour une OPP(-)P} on aura donc :
v:g(t—l—x) et Ty = —Z..g <t+x>
c c

X Dans un cas général, on aura donc :

=D ea (o)
B2 (1) o(e+2)

II. Approche énergétique

et,

1. Equation de conservation

a. Bilan d’énergie

X De maniere générale, on peut définir pour tout phénomene de propagation un vecteur R qui
traduit la propagation de 'énergie : il s’agit du vecteur densité de courant de propagation
d’énergie de I'onde. Nous allons voir son expression dans le cas des cordes vibrantes.

X Ici on définit :
., o
R = (Tg : V) e, = —(? V)€, = vecteur densité de courant d’énergie de I'onde.

= ||R|| est homogéne & une puissance

avec

- Oy, Oy Oy _,
R = —Tsmaaegc = —Tgaaez

2. Sil’on avait choisi comme grandeurs couplées v et +7 sin «, le signe moins serait affecté a 'OPP(+)
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X Pour comprendre la signification physique de fi, calculons :

5 OR _ Pydy 0%y Oy\ 110 (oy\> 10 [oy)\’
W= = T<8x28t+8x8t&r ~ o\ \ar) taa\on

On obtient ’équation de conservation de 1’énergie mécanique (linéique) de la corde :

o oy o1, (ay\| | oe
WR=—5 [2“ (&) T3t (m) =

Le premier terme correspond a l'énergie cinétique par unité de longueur de la corde, et le
second a son énergie potentielle par unité de longueur (Attention, il s’agit de grandeurs

d’ordre 2) :
. o= (a%) = densité d’énergie cinétique de la corde (en J/m )
o« ¢, =T, %) = densité linéique d’énergie potentielle de la corde (en J/m )

= On a donc la relation :

Oe
divR+ = =0
v R+ ot

ou :
R= (?g . ‘7) €, =—(T-V)€, = vecteur densité de courant d’énergie de I'onde.

Et :

1 0 0
e=e.+e,= (ag;) + 2T0 ( 8i> densité linéique d’énergie de la corde

= On retrouve la forme classique d'une équation de conservation.

b. Cas d’'une OPP(+)

X Pour une onde progressive, telle que y = f (t — 7> on a:

dy 1oy 1 Oy

or — cot  \T,ot

- (3 - () (3

= Pour une OPP+ , on a donc :

RS S C AR S A
Cc==oM\ o) T 27\ ox
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Ainsi : Dans le cas d’'une OPP(+4), on a équipartition des densités linéiques

d’énergie cinétique et potentielle

X De plus :
= OR o | (ow\| 0 [(ay)®
leR_ax__atl <8t> } ~ o {(m) ]
car .
9 _ 19
or  cot
_ (Y
:>R_Zc(at>

c. Cas d’une OPP(-)

X pour une onde régressive, telle que y = ¢ (t + %) on aura également :
€ =€, = 1 8y 1T @ 2
cT ot 277\ 9x
dy\” dy
pummy —_— pu— T
c=h (&s) (ax

Ainsi : Dans le cas d’'une OPP(-), on a équipartition des densités linéiques d’éner-

gie cinétique et potentielle

X De plus :
& g_aﬁ__ﬁ o\ | _ 9| (oy\| 9y _1dy
VA= T o M \ar ) | T Y ar (\or ) | M ar T cor

_ dy
= R = Z(Ot)

2. Calcul direct des densités d’énergie

a. Energie cinétique

L’énergie cinétique de 1’élément de longueur dx est :

B dy 1 [0y 2
dE, = dm<8t> 2”(875) dx

= La densité d’énergie cinétique vaut :

_dE 1 (o)’
e = dx _QM ot
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b. Energie potentielle
El

X L’élément de longueur dz au repos, a une longueur :

2\ 2 2
1
ds = /dx? + dy? = dx (1 + (?;;) ) ~ dz (1 + 3 <gz> ) au passage de l'onde.

= L’allongement de I’élément de longueur est donc :

2
dl:ds—dle @ dx
2 \ Oz

X Le travail que doit fournir un opérateur pour faire passer I’élément de longueur dz de la
corde, de la longueur dx a la longueur ds, vaut donc :

dy

1
6W0p - T(]dl - §T0 (ax

2
) dz = dE,

X La densité linéique d’énergie potentielle est donc :

CdE, 1, (dy\®
ep_da;_ZTO(ax)

—

c. Calcul direct de R

X On part de la définition de R(x,t) :

ﬁ(w,t) - €, est la puissance recue par 1’élément de corde situé a droite de = a
Pinstant ¢

puis on fait un bilan de puissance sur un élément de longueur dx situé entre x et 4 dx
X Bilan en utilisant ]_%)(:c,t) :

dP = R(x,t) — R(z + dz,t) = —gfdx

X Bilan en utilisant T'(z, ¢) :

—

dP = (V : (_f>)x,t + (V : T;)x-i-dx,t = -
X Par indentification, on obtient :

R=—(V-T)é,

3. Attention! on travaille a l'ordre 2 (grandeurs énergétiques)
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III. Réflexion - transmission

On étudie la réflexion et la transmission d’'une OPPM(+) a l'interface entre deux cordes de
densité linéiques différentes.

Y A
Corde 1 au repos / Corde 2 au repos
sy aF
v D)
H1 H2 —
— > ki =kié; —> ki = ka€y
<« k= _klé:IZ Vi

1. Calcul en utilisant les impédances

X Supposons qu'une OPPM, de pulsation w, se propage sur une corde, soumise a une tension
T, d’impédance Z; et rencontre sur son chemin un changement brutal de milieu, en z = 0
Y ? ?
passant a une corde I'impédance Z,.
Avec :

Zy = ey = /T
Zy = paCy = vV 2T

X Ce changement de milieu va donner naissance, en plus de I'onde progressive normale (inci-
dente), a une onde transmise et une onde réfléchie :

vi(z,t) = Aexp (j (wt — k1))

v.(x,t) = Arexp (j (wt + kyx))
ve(z,t) = Atexp (j (wt — ko))
Tyi(w,t) = AZyexp (j (wt — ki)

T, (z,t) = —AZirexp (j (wt + k12))
Ty(w,t) = AZstexp (j (wt — ko))

Avec :
w H1
k‘ = — =
! C1 w T
w 125)
k = — =
2 Co T

[S
—
—~
8

~
~—

I

=
—~
8

~

)+ u.(z,t) = Aexp (J (wt — k1)) + Arexp (J (wt + k1))
T (z,t)= (Igi(x,t)) + Igr(x,t» = AZexp (j (wt — k1)) — AZrexp (j (wt + kix))
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X L’onde résultante pour x > 0 vaut donc :

oz, t) = vy (x,t) = Atexp (j (wt — k1))
Ty(x,t) = =T y(x,t) = AZstexp (j (wt — kax))

X On utilise la continuité de la vitesse et de la tension en z =0 :

l+r=t

X On utilise également la continuité de la tension en x =0 :

ZW(1—r)= 2t

D’ou :

=2y _ N~ Ve ot f—f— 2/n
Zi+2Zy it e VHL T+ /12

ﬁ:

2. Calcul sans utiliser les impédances

X Le changement de milieu va donner naissance, en plus de 'onde progressive normale (inci-
dente), a une onde transmise et une onde réfléchie :

yi(x,t) = Aexp (j (wt — ki)
yr(2,t) = Arexp (j (wt + k1))
y,(x,t) = Atexp (j (wt — ko))

X L’onde résultante pour x < 0 vaut donc :

y,(x,t) =y (v,t) +y (z,t) = Aexp (j (wt — k7)) + Arexp (j (Wt + k7))

X L’onde résultante pour x > 0 vaut donc :

gz(x, t) = gt(m, t) = Atexp (j (wt — k1))

X On utilise la continuité du déplacement et de la tension en z =0 :

Et :

Op) %) _ %
oxr )., Oz ox
’ 0—,t

ki(1—1) = kot

0+t
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D’ou :

kl_k2:\/u_1_\/'u_26tt:t— 2k, 2.\/u1
ki+ky  \Jur+ pe

f:

T htZy It i
3. Approche énergétique

X D’un point de vue énergétique, on a :

1 N Nl
(Fi) =Re (B) = 5 (Ti) (1) = 5% (u) (1) = 5214

(Re) =Re (Re) = 5 () @) = 37 () (5) = 5 2A% P
(R) = Re(B) = 5 (Ty) (0)) = 525 () (05) = 5 2%t

X D’ou les coefficients de réflexion et de transmission en puissance :

— |’I“|2 — <\//71 — \/'E2>2
(Ri) NI RV
T — <Rt> _ H2 |t|2 _ 4\/ﬁ1 \/'EQ
(Ri) Vi (Vi + R2)?

X On vérifie aisément que[T :

R+T=1
Ainsi :
o Si/Zy =7y, R=0et r=0:iln'y a pas d’'onde réfléchie

&« Si 71> 7Z, R=1etr=1:iln’y a pas d’onde transmise
&« Si /1 < Zyy,R=1etr=—1:iln"y a pas d’onde transmise

IV. Ondes stationnaires

X On reprend I'exemple précédent et on étudie le comportement de I'onde dans le cas ou r > 0

en se concentrant sur le milieu 1(z < 0).

X Dans le milieu 1 , I'onde totale va s’écrire :

vi(x,t) = Aexp (j (wt — k1)) + Arexp (j (wt + k1))

Soit :
vi(z,t) = 2Ar cos kyzexp(jwt) + (1 — r)Aexp (j (wt — k1))

et donc :

v1(z,t) = 2Ar cos kyx coswt + (1 — r)Acos (wt — ki)

4. Ce qui traduit la conservation de I’énergie. Attention! on a donc :r+¢ # 1
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Il apparait alors deux types d’ondes :
@ Une OPPM : (1 —r)Acos (wt — k1)
@ Une onde dont les variables temporelles et spatiales sont découplées : c’est I’'onde sta-
tionnaire.

2Ar cos kyx cos wt
On définit alors un taux d’ondes stationnaires par le rapport des amplitudes de ces deux
ondes, soit :
2r
1—r
Les puissances transportées dans les deux milieux sont :

TOS =

R, = ;TI (ﬂ*) = ;ZlAz (1 — |r|* — 2jrsin (2kyz + (b))

D’ou : {
(Ra) = Re(By) = 52, A7 (1= Ir?)

(R) = {R) = Re(R) = 3 % (us) (05) = 5 2 A°I

Dans le cas trés courant ou r = 1, (par exemple la corde lorsqu’elle est attachée en = =0 ),
on a une onde purement stationnaire pour x < 0 d’expression :

v1(z,t) = 2Ar cos kyx cos wt

@ Le taux d’ondes stationnaires est infini : 'onde ne se propage plus.
@ Plus précisément, on observe en des points des noeuds de vibration pour : kyx, = 5 +n,
et en d’autres des ventres de vibration kyx,, = nw.
On montre facilement que dans le cas ou |r| = 1, I’énergie de I'onde ne se propagent plus
dans le domaine ot x < 0. En effet, comme dans toute onde stationnaire, I’énergie fait alors
«du sur placey, cela se traduit ici par (R;) = 0. En ce qui concerne l'onde transmise, plus
aucune énergie n’est transférée dans ce cas-la ([r| =1=T =0) :

V. Corde de Melde

La corde de Melde est une corde fixée a ses deux extrémités (malgré le vibreur) :

b 4

Oscillations forcées :
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X Oscillations libres :

e

1. Modes propres

X Nous cherchons ainsi des solutions sous formes d’ondes stationnaires (modes propres) :

y(x,t) = A - cos(wt + ) cos (kx + ¢') on w = ke
X Ecrivons les deux conditions aux limites :

@ cnz=0:y(x=0,t) = Acos(wt+ p)cosp’ =0=cosyp =0
@ eny=L:y(lr=1L,t)=Acos(wt+ ¢)cos (kL +¢') =0= cos (kL +¢') =0
X On a donc les deux conditions :
cos =0
et :
cos(kL +¢) =0

X En prenant :

T
LA
, on obtient :
sin(kL) =0
D'ou :
kL =nm
Sachant que : k = 27”, on obtient :
2L
=\, = —
n

X D’ou la solution (mode propre n) :

t
Yn(z,t) =Y, sin (mrz> Cos (mrcL + %)
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2. Solution générale

a. Expression de y(z,1)

X La solution générale est obtenue par superposition des modes propres :

t
y(z,t) = ZYn sin <n7ri) oS (erL + ¢n>

X Dans le cas de I'acoustique, ’ensemble des {Y,,} constitue le timbre responsable de la richesse
du son (violon par exemple), le diapason ne fournissant que le fondamental, donc purement
sinusoidal.

X y(x,t) s’écrit également :

ct . ct . x
y(x,t) = zn: (An cos <n7rL> + B, sin (mrL>> sin (mrL)

X Les conditions initiales permettent de déterminer les coefficients A,, et B,,.
En effet, on définit :

= Z A, sin <n7r§) = f(z) = la déformée initiale
dy x . o
—= = Z B sin ( ) = g(x) = la vitesse initiale.
), "I

b. Détermination des coefficients A, et B,

X On introduit les fonctions f(z) et j(z) transformées des fonctions f(z) et g(z) sur R en
fonctions impaires de période 2L. Dans le cas d’une corde pincée (clavecin), on obtient par

exemplef : L

h
0/ L

v
S

N
Zone de la cordé

. i

2L
Figure 1 — Fonctions f et f

X Les fonctions f(x) et G(x), de période 2L, se décomposent en série de Fourier :

Z a, sin <27rn> Z a,, sin (WnL>
Z by, sin (27m> Z by, sin (ﬂ'TlL)

5. Les fonctions g et § sont nulles
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X Les fonctions f(x) et §(z) coincidant avec les fonctions f(z) et g(z), on a :

A, =a,
L
B, =b,—
nwe

X Exemple : Dans le cas de la corde pincée, la décomposition en série de Fourier de f (z) donne :
2hL? nma
n=-—5—-sin{— ] et b, =0
¢ n’m2a(L — a) S ( L ) ¢
VI. Résonance

1. Résultats expérimentaux

X Reprenons le dispositif correspondant aux oscillations forcées : I’électroaimant impose y(0,t) =
Yo cos(wt) et la masse m a l'autre extrémité impose une tension : Ty = Mg.

X Pour une fréquence d’excitation f quelconque, on observe des ondes stationnaires de tres
faibles amplitudes. Pour certaines valeurs de la fréquence, on observe en revanche des ampli-
tudes de vibrations importantes : on a résonance.

X Pour la plus petite fréquence de résonance fy, on observe un seul fuseau (ventre de vibration
au milieu). Les autres fréquences de résonance sont des multiples de fy et pour f, = n. fy, la
corde présente n fuseaux.

2. Interprétation

X Afin d’interpréter ces résultats, cherchons des solutions sous formes d’ondes stationnaires de
méme pulsation que 'excitation :

y(z,t) = A - cos(wt + p) cos (kx + ¢') ot w = ke
Et vérifiant les conditions aux limites :

@ enz=0:y(r=0,t) = Acos(wt + ) cos ¢’ = yocos(wt) = ¢ =0 et yp = Acos ¢’
e eny=L:ylx=L,t)= Acos(wt+ ¢)cos (kL +¢') =0=cos(kL+¢') =0
@ [’égalité cos (kL + ¢') = 0 entraine : kL + ¢’ = (n + %) T

= cos (kx + ¢') = cos (k(ac — L)+ nm+ g) = (—=1)"sin(k(L — x))

= yg = Acos ' = Acos (—kL +nm + g) = A(—1)"sin(kL) = A = ys?r(l(?g’)l

sin(k(L — z))

T, t) = - cos(wt
amplitude
X Ainsi, amplitude des vibrations est maximale lorsque kL = nzm donc lorsque A\, = % et

fu=(si)n
= Les pulsations de résonance sont les pulsations propres de la corde et la lére fréquence

e .
d’excitation est fo = 57
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3. Application aux instruments de musique

b 4

La corde, tendue entre deux points fixes, vibre en un nombre entier de fuseaux, donc sa
longueur est égale a un multiple de la demi-longueur d’onde

A c n [Ty
L=n—=n—=_—/—

2 2 2f \ u
avec n = nombre de fuseaux
¢ = célérité le long de la corde
f = fréquence de la vibration
To = tension de la corde
i = masse linéaire de la corde
Pour Tj, ¢ et u donnés, on obtient une onde stationnaire seulement pour les fréquences
vérifiant la relation

T
f= % =% avec n entier (formule des cordes vibrantes)
V' u

La valeur n = 1 correspond au son le plus grave que la corde puisse émettre : c’est le son
fondamental. La corde vibre alors en un seul fuseau. Aux valeurs n = 2,3... correspondent
des sons plus aigus, appelés harmoniques.

La formule des cordes vibrantes montre que :

La fréquence du son fondamental augmente avec la tension de la corde, propriété utilisée
pour accorder les instruments.

Plus la masse linéaire est grande, plus la fréquence du son émis est faible, donc plus le son
est grave, pour une tension et une longueur donnée

plus la corde est courte, plus la fréquence est élevée, donc plus le son émis est aigu, pour une
tension et une masse linéaire données

Une corde pincée, grattée ou frappée vibre toujours simultanément selon plusieurs modes, et
produit donc plusieurs notes. C’est cette superposition des notes qui donne a l'instrument
son timbre particulier.

Une corde vibrante ne peut pas ébranler une grande quantité d’air. Elle ne peut donc pas
a elle seule produire un son d’une grande intensité. C’est pourquoi les instruments a cordes
sont toujours soit reliés a des caisses de résonance (table d’harmonie), soit reliés a des am-
plificateurs électroniques.
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