
DS3 PC* Joffre

Énoncé DS3
Le sujet comporte deux extraits de sujets d’écrits :

r SUJET 1 - Physique ENS - 2009 MP : Physique des instabilités - calculatrice autorisée.
r SUJET 2 - Physique II 2009 CCS MP : Le Seigneur des anneaux - calculatrice autorisée.
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r Dés réception du sujet, lire intégralement les parties indépendantes.
r Repérer notamment les questions clefs, c’est à dire les questions dont les réponses

ont un impact important sur la résolution du sujet. ⇒ Passer du temps sur ces
questions !

r Si au cours de votre résolution vous vous apercevez que ”quelque chose ne va pas”,
arrêtez vous et reprenez votre raisonnement afin de trouver le moment où votre
raisonnement est devenu faux.

r Ne pas utiliser de valeurs numériques au cours d’une démonstration littérale.
r Vérifier systématiquement l’homogénéité et la cohérence de vos résultats.
r Pour les applications numériques, faites attention aux chiffres significatifs et aux

unités.
r Ne jamais poser d’équations électriques sans avoir au préalable défini ces grandeurs

sur un schéma (conventions). Même chose pour les systèmes thermodynamiques et
mécaniques.

r Ne jamais mener un calcul en mélangeant la notation réelle instantanée (notamment
des cosinus et des sinus) et la représentation complexe.

r Un schéma vaut toujours mieux que de longs discourts.
r Les applications numériques et les commentaires sont souvent surcotés dans les ba-

rèmes.

Consignes
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Notations : ~uAB : vecteur unitaire dirigé de A vers B.
En 2005, la mission Cassini-Huygens a permis d’obtenir de nouvelles connais-
sances sur le système planétaire de Saturne. La sonde Huygens a traversé
l’atmosphère de Titan, un des satellites de Saturne.

Partie I - Bilan radiatif de Saturne
I.A - Saturne est composée principalement d’éléments légers composant

la nébuleuse primordiale, l’hydrogène et l’hélium, sous forme liquide. On
modélise, ici et dans toute la suite du problème, cette planète comme une
sphère de rayon moyen RSa = 5, 82 · 107 m.
I.A.1) Calculer numériquement la masse volumique moyenne ρ de Saturne.
Commentaire.
I.A.2)
a) On rappelle l’expression du champ de gravitation crée par un
astre sphérique X, de centre O, de rayon RX , de masse MX et
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de masse volumique ρ supposée uniforme, en un point de l’espace
repéré par ses coordonnées sphériques ( O,~er, ~eθ, ~eφ ) :

~g (r > RX) = −
GMX

r2
~er

~g (r < RX) = −
GMX

R3
X

r~er

Exprimer le champ de pesanteur ~g(r) à une distance r < RSa du centre O
de Saturne, en fonction de G,MSa, RSa, r et −→ur.
b) Application numérique : calculer le champ de pesanteur g0 à la surface
de Saturne. Commenter
I.A.3)
a) On rappelle l’équilibre hydrostatique d’une particule fluide :

−−→
gradP = ~fv

Où ~fv est la densité volumique des forces de volume s’exerçant
sur une particule fluide.
En supposant que le champ de pression à l’intérieur de Saturne suit cette
loi de l’hydrostatique et que la pression à la surface de Saturne est nulle,
établir l’expression du champ de pression dans la planète Saturne P (r) pour
r < RSa.
b) Sous une pression supérieure à Pmét = 2Mbars, l’hydrogène existe sous
une phase métallique inconnue sur Terre.
À quelle distance rmét du centre l’hydrogène est-il dans cet état ?
I.A.4) Saturne reçoit de la part du Soleil une puissance lumineuse. On admet
que la surface du Soleil se comporte comme un corps noir rayonnant à la
température de TS = 5700 K.
a) Exprimer la puissance totale émise par le Soleil, Φ0, en fonction de TS , RS

et σ, constante de Stefan. Proposer une valeur numérique.
b) Saturne absorbe une fraction a de la puissance interceptée, exprimer la
puissance absorbée Φabs par Saturne en fonction de Φ0, dSaS , a et RS .
c) Saturne rayonne comme un corps noir de température TSa.
En supposant qu’il y a équilibre thermique de Saturne, établir l’expression
de la température TSa en fonction de TS , dSaS , RS et a.
d) Application numérique : on donne a = 0, 66. Calculer TSa. La température
de la surface est de 130K. Commenter.
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I.B -
Pour expliquer 1’origine de la puissance émise ainsi que la rareté de l’hé-

lium dans les couches supérieures de Saturne, des physiciens ont proposé le
modèle suivant : l’hélium est miscible dans 1’hydrogène liquide mais inso-
luble dans 1’hydrogène métallique liquide. Il se forme alors des gouttelettes
d’hélium liquide plus denses que l’hydrogène. Ces gouttelettes tombent vers
le centre de Saturne sous forme d’une pluie d’hélium .
On note ρHe et ρH les masses volumiques de l’hélium et de l’hydrogène mé-
tallique. On a ρHe > ρH .
I.B.1) Soit m la masse d’une gouttelette d’hélium et ~vHe sa vitesse dans le
référentiel de Saturne, supposé galiléen. La résultante des forces de frotte-
ment sur la gouttelette est ~F = −λ~vHe avec λ constante positive.
Faire le bilan des forces qui s’appliquent sur la gouttelette au sein de l’hy-
drogène métallique liquide dans le champ de pesanteur ~g(r).
Écrire le théorème de la résultante cinétique appliqué à cette gouttelette.
I.B.2) Soit n le nombre de gouttelettes d’hélium par unité de volume. Le
vecteur densité de courant d’hélium ~JHe est défini par : dmHe = ~JHe · d~Sdt
où dmHe est la masse d’hélium traversant l’élément de surface dS durant dt
(figure 1).

a) Montrer que ~JHe = nm~vHe.
b) La pluie d’hélium descendante est accompagnée d’un flux d’hydrogène
montant dont le vecteur densité de courant est

~JH = −n
ρH
ρHe

m~vHe.

En régime permanent, montrer que le vecteur densité de courant mas-
sique ~Jm = ~JHe + ~JH s’écrit sous la forme −→

Jm = γ~g(r) et exprimer γ en
fonction de n,m, ρH , ρHe et λ. Quelles sont les dimensions de γ ?
c) Donner une relation analogue en électromagnétisme en précisant les gran-
deurs.
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I.B.3)
a) Les forces de frottement dissipent de l’énergie mécanique.
Exprimer la puissance PF de la force de frottement sur une gouttelette en
fonction de λ et ~vHe.
Exprimer la puissance volumique PV de ces forces en fonction de γ et −→

Jm
puis en fonction de γ et ~g(r).
b) Donner une analogie de ces relations en électromagnétisme en précisant
les grandeurs analogues.
c) La pluie d’hélium a lieu dans les couches profondes comprises entre les
sphères de rayons R1 = 0, 2RSa et R2 = 0, 55RSa.
Exprimer la puissance totale dissipée Pdiss par cette pluie en fonction de
γ,G,MSa, RSa, TSa et Φabs .
Quelle doit être la valeur numérique de γ pour que TSa soit égal à 130 K ?

Partie III - Les anneaux de Saturne
Les anneaux de Saturne sont formés de fragments de roche et de glace

d’eau (les particules de l’anneau) de 1 à 10 cm , tournant dans le plan
équatorial de la planète sur des orbites circulaires. Ils forment des bandes
peu denses, très fines (quelques centaines de mètres !) et larges (de l’ordre
de 20000 km ). L’ origine des anneaux est due soit à la fragmentation d’un
satellite naturel, soit à un nuage de particules qui n’ont pas pu s’agglomérer.

On étudie dans cette partie l’évolution d’un nuage de particules initiale-
ment concentrées en un anneau fin et étendu. On se place dans le référentiel
saturno-centrique, supposé galiléen. On négligera l’attraction gravitation-
nelle des particules entre elles par rapport à l’attraction de Saturne.

III.A - Circularisation de la trajectoire
La masse de Saturne est supposée répartie de façon sphérique autour de

son centre O. Initialement, le nuage est dense, de masse M . Son centre de
masse G gravite autour de Saturne sur une orbite elliptique, d’excentricité
e. Les particules décrivent des mouvements individuels complexes (rotation
propre de chaque particule dans son référentiel barycentrique, trajectoires
influencées par des chocs...), dont l’effet moyen est un mouvement collec-
tif de révolution autour de la planète. Le moment cinétique en O dû à ce
mouvement étudié dans le référentiel saturno-centrique est appelé moment
cinétique orbital. Il est noté LOorb . Sa norme est supposée constante pour
les mouvements étudiés. L’ extension du nuage est supposée faible devant
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r = OG.
III.A.1) On note E∗

c l’énergie cinétique barycentrique du nuage.
On rappelle le théorème de Koenig permettant d’obtenir l’éner-

gie cinétique d’un solide (Σ), de masse M , dans un référentiel R
en fonction de l’énergie cinétique de ce solide dans son référen-
tiel barycentrique et l’énergie cinétique de son centre d’inertie G
auquel on a affecté la masse totale du système :

Ec(Σ)R = Ec(Σ)R∗ +
1

2
MV 2(G)R

Donner l’expression de l’énergie mécanique Em du nuage en fonction de
M,MSa, ṙ, r,G, E∗

c et LOorb .
III.A.2) L’équation polaire de la trajectoire de G est :

r =

L2
Oorb

GMSaM2

1 + e cos (θ − θ0)

où θ est 1’ angle polaire de la trajectoire, e est l’excentricité de la tra-
jectoire et θ0 une constante.
En déduire l’expression de Em en fonction de M,MSa,G, E∗

c , LOorb et e.
III.A.3) Le système {Saturne + nuage} est isolé, tandis que les chocs des
particules du nuage entre elles provoquent une augmentation de l’énergie
cinétique barycentrique.
On rappelle que pour une trajectoire elliptique, l’excentricité de
l’ellipse est comprise entre zéro et un et que pour une trajectoire
circulaire, l’excentricité vaut zéro.
En déduire que la trajectoire de G se circularise au cours du temps.

III.B - Localisation équatoriale
La trajectoire du nuage est à présent circulaire mais le plan du cercle,

contenant le point O, a une orientation quelconque. Pour expliquer que les
anneaux évoluent dans le plan équatorial de Saturne, on tient compte de
l’aplatissement de la planète.
III.B.1) Expliquer qualitativement pourquoi la rotation propre de Saturne
est la cause de son aplatissement aux pôles.
III.B.2) À cause de cet aplatissement, le champ gravitationnel de Saturne
n’est plus exactement un champ newtonien. On modélise la répartition de
la masse de Saturne par une sphère contenant deux cavités sphériques vides
(Figure 3).
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Justifier que cette répartition crée le même champ gravitationnel que la
superposition des trois sphères ci-contre :

— ( S0 ) est homogène, de masse volumique ρ > 0, de masse M0, de
centre O, de rayon RSa ;

— ( S1 ) et ( S2 ) sont homogènes, de masse volumique −ρ, de masse
−m, centrées sur A et B respectivement, de rayon R = RSa − b.

On pose b = OA = OB et MSa = M0 − 2m.
III.B.3)
a) Le champ gravitationnel ~g(P ) crée en tout point P de l’espace dérive d’un
potentiel gravitationnel V (P ) avec :

~g(P ) = −
−−→
gradV

Exprimer le potentiel gravitationnel V (P ) en un point P de 1’espace créé
par Saturne en fonction des données précédentes.
b) On se place loin de la planète c’est-à-dire que r � RSa.
Montrer que le potentiel V (r, α) se met alors sous la forme :

V (r, α) = −GMSa

r

(
1− J2

R2
Sa

r2

(
3

2
sin2 α− 1

2

))
où J2 une constante positive dont on donnera l’expression en fonction de

MSa,m,RSa et b.
c) Application numérique : le rayon équatorial de Saturne ( RSa ) est supé-
rieur de 11% au rayon polaire (b). Calculer la valeur de J2.
III.B.4) Quelle est l’expression de l’énergie mécanique Em du nuage, en fonc-
tion de M,V (r, α), r,G, E∗

c et Loorb ?
III.B.5) Les conditions d’évolution sont les mêmes que dans la question
III.A.3.
Montrer qu’alors la trajectoire se rapproche du plan équatorial de Saturne.
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III.C - Étalement du nuage
Le nuage est encore compact et peu étendu. Son centre de masse G suit

une trajectoire circulaire dans le plan équatorial de Saturne. Cette planète
exerce une force newtonienne sur le nuage. Le nuage est d’abord concentré
en une masse quasi ponctuelle. Les collisions entre les particules vont étaler
ce nuage tout en conservant son moment cinétique orbital LOorb . On consi-
dère que les particules du nuage ont formé un anneau très fin homogène, de
rayon r0 = 150000 km.
III.C.1) Exprimer le moment cinétique orbital LOorb en O et l’énergie mé-
canique Em de l’anneau en fonction de G,MSa,M et r0.
III.C.2) L’anneau fin va s’étaler en un anneau plat, dans le plan équatorial
du fait de la dissipation de son énergie mécanique par le biais des collisions
entre particules. On suppose que cet anneau plat est homogène, de masse
surfacique σ, et qu’il s’étend de la distance r1 à r2 de O.
Exprimer le champ des vitesses v(r) pour r1 < r < r2.
En déduire l’expression du moment cinétique L′

o en O et de l’énergie méca-
nique E′

m de l’anneau en fonction de G,MSa,M, r1 et r2.
III.C.3)
a) Montrer que la conservation du moment cinétique de l’anneau implique
que r1 et r2 sont liés.
Exprimer cette relation sous la forme r1

r0
= f(X) où X = r2

r1
.

Donner l’expression de f(X).
b) Exprimer la variation relative d’énergie mécanique ∆Em

Em
= E′m−Em

Em
en

fonction de r1
r2

et r2
r0

.
On donne le tracé de r2

r0
en fonction de r1

r0
.

Compléter le tableau ci-dessous et conclure.
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r1
r2

1 0,8 0,6 0,5
∆Em
Em

0

c) Donner la largeur relative r2−r1
r0

de l’anneau lorsque 1% de l’énergie
initiale a été dissipée.

Données :

Masse Rayon Période de rotation au-
tour du Soleil

Distance au
Soleil

Soleil 2, 00 · 1030 kg 6, 96 · 108 m - -
Saturne 5, 69 · 1026 kg 6, 03 · 107 m (rayon

équatorial) 5, 82·107 m
(rayon moyen)

29, 5 ans 1, 43 · 109 km

Jupiter 1, 90 · 1027 kg 7, 15 · 107 km 11, 9 ans 7, 78 · 108 km
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