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I. Modèle de Saint-Venant

I.A.1 L’eau de masse δ2mx qui entre algébriquement dans (S) entre les instants t
et t + dt par le plan d’abscisse x est située entre les plans d’abscisse x et x − v dt.
On a donc

δ2mx = µLh(x, t) v(x, t) dt

On ne considère pas les variations spatiales de v et h entre x et x+dx parce
que l’on multiplie ces grandeurs par des termes infiniment petits et que l’on
se limite à l’ordre 1 en dx.

I.A.2 Cette fois, le sens de l’écoulement implique que de l’eau sort de (S) à l’abscisse
x + dx (d’où un signe négatif dans l’expression algébrique de la masse entrante).
L’eau sortant de (S) entre t et t+dt est située entre les plans x+dx et x+dx− v dt.
On a alors

δ2mx+dx = −µLh(x+ dx, t) v(x + dx, t) dt

I.A.3 La masse δ2m entrant algébriquement dans (S) entre t et t+ dt est donc

δ2m = δ2mx + δ2mx+dx

= µL (h(x, t) v(x, t) − h(x+ dx, t) v(x + dx, t)) dt

Finalement δ2m = −µL
∂(h v)

∂x
dxdt
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I.A.4 Calculons la variation de la masse d’eau entre t et t+dt dans le système (S)

d2m = µLdxh(x, t+ dt)− µLdxh(x, t)

= µL
∂h

∂t
dxdt

Ce renouvellement temporel d’eau est dû, en l’absence de puits et de source dans (S)
à l’apport d’eau venant de la non uniformité de l’écoulement. On a donc

δ2m = d2m

soit, en simplifiant,
∂h

∂t
+
∂(h v)

∂x
= 0 (1)

I.B.1 L’équation d’Euler s’écrit

µ

(

∂−→v

∂t
+ (−→v ·

−−→
grad )−→v

)

= −
−−→
grad p+ µ−→g

En projetant sur la coordonnée z, les termes du membre de gauche sont annulés car
−→v = v(x, t)−→ux et il vient

∂p

∂z
= −µ g

En intégrant cette équation entre h(x, t) et z, on obtient

p(z, x, t) = p0 + µ g (h(x, t)− z)

I.B.2 La force volumique de pression et de gravité projetée selon x est, en tenant
compte de sinα = α,

fx = −
∂p

∂x
+ µ gα

En dérivant l’équation obtenue à la question I.B.1, il vient

∂p

∂x
= µ g

∂h

∂x

On a alors fx = µ g

(

α−
∂h

∂x

)

La force dFx s’appliquant au système (S) de volume infinitésimal dV est donc

dFx = fx dV

On obtient finalement dFx = µ g

(

α−
∂h

∂x

)

h(x, t) L dx

I.C.1 Le système (S∗) peut se décomposer en deux sous-systèmes : le système (S)
de masse δm(t) et celui constitué par la masse δ2mx qui entre dans (S) entre t et
t+ dt. Rappelons que la quantité de mouvement est une grandeur extensive d’où

P∗(t) = δm(t) v(x, t) + δ2mx v(x, t)

En utilisant la question I.A.1, on trouve

δ2mx = µLh(x, t) v(x, t) dt

Il vient P∗(t) = µLh(x, t) v(x, t) (dx+ v(x, t) dt)
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I.C.2 On a de même, à t+ dt,

P∗(t+ dt) = δm(t+ dt) v(x, t + dt)− δ2mx+dx v(x+ dx, t)

Notons que δ2mx+dx est une quantité négative (définie comme la masse entrant
dans le système (S)). Il faut donc mettre un signe négatif devant le terme corres-
pondant pour calculer la quantité de mouvement du système (S∗). Or, d’après la
question I.A.2,

δ2mx+dx = −µLh(x+ dx, t) v(x + dx, t)dt

Il vient alors

P∗(t+ dt) = µL
[

h(x, t+ dt) v(x, t + dt) dx+ h(x+ dx, t) v2(x+ dx, t) dt
]

I.C.3 La variation de quantité de mouvement de (S∗) est donc

P∗(t+ dt)− P∗(t) = µL [dt
(

h(x, t) v2(x + dx, t)− h(x, t) v2(x, t)
)

+ dx (h(x, t+ dt) v(x, t + dt)− h(x, t) v(x, t))]

soit P∗(t+ dt)− P∗(t) = µLdt dx

(

∂h v2

∂x
+
∂h v

∂t

)

I.D.1 Si l’on multiplie l’équation (2) par Ldx, on retrouve dans le membre de

gauche la grandeur
dP∗

dt
calculée à la question I.C.3. Or, le théorème de la quantité

de mouvement appliqué au système S∗ donne

dP∗

dt
= dFx + dFv

Si l’on omet le terme phénoménologique représentant les forces de viscosité qui
correspond à dFv, on reconnaît dans le membre de droite de l’équation (2) la gran-

deur dFx = −µ g

(

∂h

∂x
− α

)

hLdx calculée à la question I.B.2. On retrouve donc,

en utilisant le théorème de la quantité de mouvement, les résultats établis aux ques-
tions I.B.2 et I.C.3.

I.D.2 g h a la dimension d’une vitesse au carré tout comme fv/h (puisqu’on les
additionne dans l’équation (2)). On en déduit que la dimension de f est celle d’une
vitesse multipliée par une longueur, c’est-à-dire L2.T−1. On peut identifier intuitive-
ment cette grandeur à la viscosité cinématique de l’eau qui a la même dimension.

I.E.1 Recherchons les solutions uniformes (dérivées spatiales nulles) et stationnaires
(dérivées temporelles nulles). Pour ces solutions, tous les termes de l’équation (2)
contenant une dérivée partielle sont nuls. Il vient

α g h0 = f
v0
h0

soit v0 =
α g h0

2

f
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I.E.2 La question précédente implique

f =
α g h0

2

v0
= 0, 036 m2.s−1

La viscosité cinématique de l’eau est d’environ 10−6 m2.s−1, ce qui est ef-
fectivement nettement inférieur (de quatre ordres de grandeur) à la valeur
calculée. Comme indiqué dans l’énoncé, cette grandeur phénoménologique
prend aussi en compte la rugosité du fond qui favorise la turbulence.

I.F En dérivant l’expression h(x, t) = h0 + ε(x, t), on obtient

∂h

∂t
=
∂ε

∂t

Or
∂(h v)

∂x
= h

∂v

∂x
+ v

∂h

∂x

De plus
∂h

∂x
=
∂ε

∂x
et

∂v

∂x
=
∂u

∂x
En limitant les calculs à l’ordre 1, on a alors

∂(h v)

∂x
= h0

∂u

∂x
+ v0

∂ε

∂x
L’équation (1) devient donc

∂ε

∂t
+ h0

∂u

∂x
+ v0

∂ε

∂x
= 0 (3)

II. Crue d’une rivière

II.A.1 Si l’on dérive l’équation (4) par rapport à x, en négligeant les termes iner-
tiels, on obtient

g h0
∂2ε

∂x2
+

f

h0

∂u

∂x
=

2 f v0
h0

2

∂ε

∂x

soit, en multipliant cette équation par h0
2/f

g h0
3

f

∂2ε

∂x2
+ h0

∂u

∂x
= 2 v0

∂ε

∂x

Or, l’équation (3) implique

h0
∂u

∂x
= −

∂ε

∂t
− v0

∂ε

∂x

En utilisant le fait que
g h0

2

f
=

v0
α

(voir la question I.E.1), on trouve alors

∂ε

∂t
+ 3 v0

∂ε

∂x
=

h0 v0
α

∂2ε

∂x2
(5)
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II.A.2 On peut remarquer que le membre de gauche de l’équation (5) est la dérivée

particulaire de ε dans un écoulement de vitesse 3 v0. Le terme 3 v0
∂ε

∂x
représente la

variation spatiale de ε vue par une particule fluide qui se déplace à la vitesse 3 v0.
Dans le référentiel (R’), cette particule ne bouge pas et ne voit donc pas les variations
spatiales de ε. Dans (R’), l’équation d’onde s’écrit donc

∂ε

∂t
=

h0 v0
α

∂2ε

∂x′2
(6)

II.A.3 Cette équation est une équation de diffusion. Une équation analogue est
celle de la diffusion de particules

∂n

∂t
= D

∂2n

∂x2

D est le coefficient de diffusion, analogue à h0 v0/α , et n la concentration en parti-
cules. L’équation de la chaleur est aussi analogue à l’équation (6) :

∂T

∂t
= K

∂2T

∂x2

K est la diffusivité thermique, également analogue à
h0 v0
α

et T est la température.

Rappelons que cette équation de diffusion est obtenue en combinant deux
équations.

• Une équation de conservation (quantité de matière, énergie) telle que,
dans le cas de la diffusion de particules :

∂n

∂t
+
∂j

∂x
= 0

où n est la densité et j la densité de flux.

• Une équation phénoménologique traduisant la réponse linéaire du sys-
tème à une perturbation extérieure ; un gradient de densité produit une
densité de flux qui lui est proportionnelle. C’est la loi de Fick :

j = −D
∂n

∂x
Contrairement à l’équation de conservation, cette loi n’est pas univer-
selle mais empirique, valable pour des perturbations peu importantes
et ne dépendant que du gaz considéré (par l’intermédiaire du coeffi-
cient D).

En combinant ces deux équations, il est aisé de retrouver l’équation de dif-
fusion.

II.B.1 L’équation d’onde impose que la fonction
ε(x′, t) soit paire en x′. Or, à un instant t1 donné,
le graphe de ε(x, t) se déduit de celui de ε(x′, t)
par une translation de 3 v0t. On peut conclure que
l’allure de ε(x′, t) est :

ε(x′, t)

x′0
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Supposons que le problème possède une échelle de longueur caractéristique L ; cher-
chons à obtenir une échelle de temps caractéristique τ en opérant le changement de
variable x∗ = x/L et t∗ = t/τ . On a alors

∂2ε

∂x2
=

1

L2

∂2ε

∂x∗2

et
∂ε

∂t
=

1

τ

∂ε

∂t∗

On obtient l’équation aux dérivées partielles :

∂2ε

∂x∗2
=

L2 α

h0 v0 τ

∂ε

∂t∗

On suppose que les échelles spatiale L et temporelle τ choisies sont adaptées lorsque
les poids relatifs de ces deux membres sont analogues, ce qui revient à prendre

L2 α

h0 v0 τ
≈ 1

L’échelle spatiale caractéristique au bout d’un temps t peut être d1/2 et l’on a

d1/2 ≈

(

h0 v0t

α

)1/2

d’où p =
1

2

II.B.2 Après la crue, la quantité d’eau est conservée. L’aire définie par la courbe
ε(x) est donc constante au cours du temps. Cette aire vaut, en ordre de grandeur
εMd1/2. On en déduit que εM varie comme t−1/2. On a alors

q = −
1

2

II.B.3 D’après les questions précédentes, on a

εM(t1) = 2 εM(t2) et d1/2(t2) = 2 d1/2(t1)

On en déduit donc le graphique suivant

ε(x′, t1)

ε(x′, t2)

x′0
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ε(x, t) se déduit de ε(x′, t) par une translation de 3 v0t ; on a donc :

εM(t1)

εM(t2)

ε(x, t1) ε(x, t2)

xxM(t2)xM(t1)0

d1/2

d1/2

II.B.4 On peut considérer que la crue est terminée en x = 0 quand xM(t) ≈ d1/2(t).
Il faut pour cela que

3 v0t ≈

(

h0 v0t

α

)1/2

c’est-à-dire t ≈
h0

9α v0

L’application numérique donne :

• pour l’Ohio t ≈ 6 670 s ≈ 1, 85 h

• pour la Somme t ≈ 667 000 s ≈ 7, 7 jours

On constate que l’échelle des temps est très différente pour ces deux rivières :
la crue d’une rivière pour laquelle la vitesse de l’écoulement est lente (comme
la Somme) est beaucoup plus longue que celle d’une rivière à vitesse d’écou-
lement importante (comme l’Ohio).
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III. Apparition d’irrégularités à la surface

III.A.1 Si k = 0, le membre de gauche de l’équation (7) est nul. Il vient alors

c0 = 3 v0

III.A.2 En remplaçant c par c0 dans le membre de gauche de l’équation (7),

k(4v02 − g h0)
h0

2

jf
= 3 v0 − c

On en déduit c = 3 v0 + j
k h0

2

f
(4 v02 − g h0)

On a c = c′ + j c′′ avec

⎧

⎨

⎩

c′ = 3 v0

c′′ =
k h0

2

f
(4v02 − g h0)

On peut remarquer que c′′ est effectivement du signe de 4 v02 − g h0.

On s’intéresse ici au cas où k tend vers 0. Dans ce cas, c tend vers c0.
On comprend alors que l’on puisse considérer que c vaut c0 dans le membre
de gauche de l’équation (7) car la différence c− c0 est négligeable devant le
terme ajouté. En revanche, on retrouve cette différence dans le membre de
droite et l’on ne peut la négliger.

Notons aussi qu’il n’est pas surprenant de retrouver dans l’équation (7) le
terme imaginaire proportionnel au terme lié à la dissipation f . Ce lien existe
dans bien d’autres équations de dispersion que l’on peut trouver en physique :
équation de diffusion, équation d’onde dans un conducteur ohmique. . .

III.A.3 Une petite perturbation est amplifiée exponentiellement si l’on peut écrire

ε = εMeσte jk(x−c′t) avec σ > 0

La condition est que 4 v02 > g h0 puisque σ = kc′′. Il faut donc que F > 1/4. La per-
turbation est due au fait que l’écoulement est trop rapide (v0 grand). Une instabilité
se développe alors sous forme d’ondulations de la surface libre (rouleaux). Cette per-
turbation est en compétition avec la gravité qui tend à stabiliser la surface libre. Un
nombre sans dimension qui quantifie cette compétition est le nombre de Froude qui
compare l’énergie cinétique en v02 et l’énergie potentielle de pesanteur en g h0.

F =
v02

g h0

La vitesse de l’écoulement est suffisante pour provoquer l’instabilité quand le nombre
de Froude est supérieur à une valeur critique de 1/4. Dans le cas de la rivière Ohio,

FOhio =
1

60
<

1

4

L’instabilité ne peut donc pas apparaître dans le cas de cette rivière.































Elément de correc on de l’exercice de ra rapage. 

1.      
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Conclusion : le dipôle est non linéaire (ancêtre de la diode) 
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