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I. Différentielle d’une fonction (¥ ¥)

1. Fonction a une variable.

a) Dérivée d’une fonction a une variable.

Soit la fonction f: X — f(X) = Y dont la courbe représentative est notée (C).

Soit le point M de coordonnées (x, f(x))
Soit le point M’ de coordonnées (x + h, f (x + h))

Soit (T) la tangente a (C) en M.

Soit (D) la sécantea (C) enMet M’ :

= Lapente de la droite (D) est :

[f(erh)—f(X)j
h

f(X+h)—f(X)j( Xx)
h

= L’équation de la droite (D) est Y=f(x)+[

f(x+h)

fx)

Définition :

La dérivée de f en x, notée f’(x), vaut: f'(x)= Iim

h—0

fx+h) - f(x)
h

De plus, lorsque h — 0, on remarque graphiquement que M — M’ et (D) — (T).

Ainsi :
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f’(x) est le coefficient directeur de la tangente (T) a la courbe en (C) en M et I'équation de la droite (T) est :

Y=f(x)+ f'(x)(X —x)

Attention !

Il serait faux d’écrire sans précaution: f"'(x) = SOt hz mAC) ou f(x+h)=f(x)+ f"(x).h)

En effet comme l'indique la figure, on commet une erreur car :

- f(x)+f'(x)h est I'ordonnée du point d’intersection de (T) avec la droite X = x+h
- f(x+h) est 'ordonnée de M'.

= On a bien f(x+h)¢f(x)+f'(x)h

Pour évaluer cette erreur, on peut utiliser le développement de Taylor qui affirme que pour toute fonction
indéfiniment dérivable, on a :

fx+h) = f()+ f'(x)h +%f”(x).h2 +%f(3)(x).h3 +%f(4) (x)h*...

Don’t
FORGET!

Onaalors: f(x+h)= f(x)+ f'(x).h +2l!f"(x).h2 +%f(3)(x).h3 +4l!f<4>(x).h4.... )

erreur

= Cette erreur est d’autant plus grande que h est grand.
Inversement si h est petit, on peut négliger certaines puissances® de h :

On effectue alors un développement de Taylor de f(x + h) a différents ordres :

f(x+h)=f(x)+f'(x)h alordrelenh
f()H—h)=f()c)+f'(x).h%—%f"(x).h2 alordre2enh

1 1
St = [+ @b+ F(x)hE + 3 F(x).h* avordre3enh
Plus on augmente I'ordre du développement, plus I'expression de f(x + h) se rapprochera de sa valeur exacte.

b) Différentielle d’'une fonction a une variable.

Définition :

A une fonction d’une variable f(x) on associe, pour chaque valeur de x, la différentielle df telle que :
df :dx— df = f'(x).dx ettelle que: f(x+dx)=f(x)+df

Cette quantité est a regarder comme une fonction des deux variables indépendantes x et dx.

Concrétement, en se reportant a 'interprétation géométrique classique, on voit que df représente la variation,
limitée au 1°" ordre en dx, de la fonction f(x) lorsque x varie de dx.

LEn effet, sih <<l alorsh? << h; h®<<h?...
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fx+dx)

ftx)

Autre définition :

Soit la fonction f : x —>f (x).

La différentielle de f(x) est la variation de f () sous I'effet de la variation élémentaire dx de x : bont
FORGET!
~ N
flx+dx) = f(x) +df e

ou df = Z:ldx = f'(x)dx estune fonction de x et dx
X

2. Fonction a plusieurs variables.

a) Exemples.

= A partir de I'équation U = R.I, on peut construire la fonction a deux variables :
U:(RI)>UR,I) = R.I

= A partir de I'’équation des gaz parfaits : P.V = n.R.T, on peut construire une fonction Pression (P) a trois

variables: P : (n,T,V)—) P(n,T,V)= sl

= Par la suite on travaillera avec la fonction f a trois variables f: (x,y,z)— f(x,y,2)

b) Dérivées partielles.

i.  Définition.
Soit la fonction f: (x,y,2)—> f(x,y, 2)

Par définition :

o

f'x S=— = dérivée partielle de f par rapport a x.
ox),.

= dérivée de f par rapport a x en considérant y et z constants.
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De méme, on peut définir :

_ar

fyay

j = dérivée partielle de f par rapporta y.
X,z

= dérivée de f par rapport a y en considérant x et z constants.

f'z ——J = dérivée partielle de f par rapport a z.
x,y

= dérivée de f par rapport a z en considérant x et y constants.

Ainsi, on a autant de dérivées partielles que de variables définissant la fonction f.

if. Exemple.

= Pour:(R,I) > U(R,I) =R.I,ona:a—UJ =R eta—U) =1
ol ), OR ),

nRT oP)\ RT oP nR  OP —nRT
roun(nT V) > P TS e g ) =) T

=— et —

V oV

iii. Remarques.

A droite de la parentheése, on indique les variables qui sont fixées lors du calcul de la dérivée. On peut aussi

indiquer aussi les valeurs de (x, y, z) pour lesquelles on calcule la dérivée :
‘ o
= ]1°¢notation: : y et z sont ici les grandeurs qui sont constantes . On obtient une fonction a
Xy
trois variables (x,y, z).
g

= 2%Menotation: —— : La dérivée partielle est calculée en (x,, V,, Z,)

ox

X0,Y0,20

0
Notons enfin qu’il est courant d’omettre la parenthése : on travaille alors avec la fonction a trois variables al
X

(x, y, z étant quelconques).

c) Différentielle d’une fonction a plusieurs variables.

i Définition.

Soit la fonction f: (x,y,2) > f(x,y, 2)

La différentielle de f(x, y, z) est la variation de f(x, y, z) sous I'effet des variations élémentaires (dx, dy, dz) de

(x,y,2): FORGET:

fx+dx,y+dy,z+dz) = f(x,y,2) +df A
CRC)
ou df =Zldx+%dy+%dz est une fonction de x,y,z,dx, dy et dz
X

oy 0z

=  Laréciproque est en général fausse :
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Si I'on considere 3 fonctions P(x,y,z); Q(x,y,z) et R(x,y,z), alors il n'existe pas toujours de fonction
f:(x,y,2)—>f(x,y, 2z) admettant P(x,y, z).dx + Q(x,y,z).dy + R(x,y, z). dz comme différentielle.

= Sjcela est vérifié, alors les fonctions P, Q et R vérifient :

g 9
P(x,y,z):éj ; Q(L%Z)=%j ; R(x,y,z)=a—];j

df = P(x,y,2).dx+Q(x,y,z).dy + R(x,y,z).dz différentielle totale exacte

0 0
EVECE P('x’y’z)=éj ; Q(xryaz)zgj ; R(xayaz)=éj

= Alinverse, si cela n’est pas vérifié, alors I'expression: P(x,y,z).dx + Q(x,y,z).dy + R(x,y,2z).dz
est appelée forme différentielle (notée 6G et non dG) :

oG = P(x,y,z).dx + Q(x,y,z).dy + R(x,y,z).dz forme différentielle

ii. Cas des fonctions a 2 variables.

Théoreme de Schwartz:
Soit une fonction de deux variables f (x,y) alors, on a toujours :

2
o(of\_of(of\ ©oFf
ox\ oy ) oy\ox) Oyox

Autrement dit : pour la dérivée seconde croisée I'ordre de dérivation importe peu ; que 'on commence par x et

que I'on continue par y, ou que I'on commence par y et que I'on continue par x, le résultat est le méme.

Remarque importante sur la différentielle d’'une fonction a 2 variables :
Soit une forme différentielle A(x,y) dx + B(x,y) dy différentielle d’une fonction f (x, y) c’est a dire telle que
df = A(x,y)dx + B(x,y) dy, alors par définition de la différentielle d’'une fonction f (x, y) nous avons :

of

A(X, y) =4

Ox

0

Bx.y) =L

Jy
Le théoréme sur les dérivées croisées nous permet d’établir la relation : Z—A = (Z—B
'y X

On écrira donc :

Soit la différentielle totale exacte df = A(x,y) dx + B(x,y) dy alors,ona:

0A OB

— — —— Relation de Cauchy
oy Ox

Conséquence :
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Soit une forme différentielle OF = A(x,y) dx + B(x,y) dy,
04 OB

oy Ox

= Siles coefficients A(x,y) et B(x,y) obéissent a la relation : , alors il existe une fonction f (x,y)

0
telle quedf = A(x,y)dx + B(x,y)dy.Avec A(x,y) = ai et B(x,y) = ZL
X
= La forme différentielle est une différentielle totale exacte.

= Siles coefficients A (x,y) et B (x,y) n'obéissent pas a la relation ci-dessus, alors la fonction f (x, y) n’existe
pas. La forme différentielle A(x,y) dx + B(x,y) dy n’est pas une différentielle totale exacte.

iii.  Exemples.
= Considérons laloid’'Ohm: U: (R, 1) - U(RI)=R.1,
dU =8—Uj d1+a—Uj dR = RdI + IdR
ol ), OR ),
o InU) =In(RI) = In(R) + In(1) > L =" +=
nRT

= Considérons la loi des gaz parfaits : P': (n,T,V) - P(n,T,V)=

o dP:@) dn+a—Pj dT+a—PJ av =L an s "R gy 2L gy
on)y,  or), W), V¥ v
dn  dT  dP

o In(P)=In (%) =1n(n) + In(R) + In(T) — In(V) = d{ =222

,ona
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iv. Calculs de différentielles.

Application de la définition

y = sinx =>dy = cosx.dx

y=\/;:>dy= dx

1
24/x

Différentielles d’une somme, d’un produit, d’un quotient

Soient u et v des fonctions de x.
y =u+tv=dy =du+t+dv

y = uv=dy = udv + v.du

u v.du —u.dv
\% %

Différentielles des fonctions de fonctions

Soity = f (u)avecu = u(x)

dy = id_u X
du dx
Différentielles des fonctions paramétriques
a5
_ _ df dg dt
=f{@)etx=g2() > dy="dt et dx="2dt = dy ==—dx
y=5 g8() = dy ” n V=g
dt
Différentielle logarithmique
d(iny)=2
Y
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3. EXERCICES

a) Calculer les différentielles des fonctions a une variable suivantes :

i.

Exemples de base, a connaitre :

Fonction de x
2

Différentielle de la fonction

X

1
X

Jx

xn

In(x)

Logx)

exp(x)

10*

ax

cos(x)

sin(x)

tan(x)

cosh(x)

sinh(x)

tanh(x)

arccos(x)

arcsin(x)

arctan(x)

u(x) +v(x)

u(x).v(x)

u(x)
v(x)

(@)™
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ii.

Autres exemples :

Fonction de x

Différentielle de la fonction

(1+x)"

In(1+x)

exp(l + x)

1
(1+x)

cos’(x)

cos(tan(x))

{=(53)

sin(x)

X

x.e*.In(x)

exp(—xz)

b) Calculer les différentielles des fonctions a plusieurs variables suivantes :

Fonction

Différentielle

x+y

x.y

x/y

In(x.y)

Vx

xY

x.exp(y)

cos(x.sin(y))

x+y+z

X.y.z
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In(x.y.z)

exp(x.y.z)

sin(x).cos(y)/z

x.In(y+z2)

2

y

2

ax’.In(y)e’

xa'yb'Zc

cos(x.sin(y.tan(z))

x.sin(x +y)

LYCEE JOFFRE

Page 12 sur 75

COURS DE SCIENCES PHYSIQUES



pC* ANNEE SCOLAIRE 2017/2018
Compléments mathématiques pour la physique

c) Déterminer si la forme différentielle suivante est une différentielle totale exacte. Dans I’affirmative,
déterminer la fonction correspondante.

a. oG

dx + dy
=dx + dy + dz

oG

c¢. o6 =y.zdx + x.z.dy + x.y.dz
oG
oG

d. = 2.x.y.dx + x%.dy
e. = 2.x.y.dx + x%.dy + 2.z.dz
dx xd
bt b
y oy
g. 5G = Ly
y yo

h. 66 = x.y.dx + x.y.dy

i o6 = x.y.zdx + x.y.z.dy + x.y.z.dz

2

- x2
j 6G=e” [—Z.xdx——dy
y

—x2 2
— X
k. 6G=e” | =2.xdx+—dy
y
. 6 = a.x?y.dx + dy

m. & = a.x%y.dx + %a.x3.dy

2
2

. 2ax 5
n. &G=e |axlnydi+——dy+2.ax .Inyzdz
y

2
2 ax
0. s6=e | 2axInydc+—dy+2.ax’.Iny.zdz
Y
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b)

<)

d)

a)

b)

Il. Calculs d’incertitudes (¥ ¥)

1. Incertitudes de type A

On effectue N mesures indépendantes d’une grandeur X

Mesure
La mesure x de la grandeur X est la moyenne arithmétique des mesures :

N
1
X = NZ X
i=1

Incertitude type
L'incertitude type, notée u,, est liée a I'écart type de I'échantillon de mesure :

Uy = \/N N—1 izl(xi x)

on—1: écart type

Incertitude élargie

L'incertitude élargie s’écrit alors :

Ax = ku,
Ou k est un coefficient qui va dépendre du niveau de confiance que I'on attribue a la mesure. La valeur
de k est donnée par les lois mathématiques liées aux statistiques. On retiendra que, pour un niveau de
confiance donné, plus le nombre N de mesures est faible plus le coefficient k est élevé. Le tableau ci-
dessous donne les valeurs de kg5, dans le cas d’un statistique basée sur une distribution gaussienne :

N 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 100

o0

Koso, | 12,7 | 4,30 | 3,18 | 2,78 | 2,57 2,45 [237 |231 |226 |2,14 (2,09 |198 1,96

Pour simplifier les calculs, le coefficent kg5, est souvent pris égal a 2 (Iégitime dés que I'on a effectué
une dizaine de mesures).

Résultat final

Le résultat final de la mesure est donc :

X = x + 2u, = x £ Ax avec un niveau de confiance de 95%

2. Incertitudes de type B.

On effectue une seule mesure de la grandeur X

Mesure
Le résultat de la mesure est la valeur obtenue lors de la mesure : x

Incertitude type

Expression générale :

On détermine une incertitude-type u, résultant généralement de la composition des incertitudes-type
suivantes :

Y = incertitude-type due a la lecture sur I'instrument.
U, =incertitude-type liée aux caractéristiques I'appareil, donnée par le constructeur.
Ug = autres incertitudes-types éventuellement disponibles.
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On calcule alors u,, a partir de :
ul=ul+ui+u?

Exemples d’incertitude-type de lecture :
= Pour un instrument de mesure a graduation (appareil a cadran, lecture d’un réglet, d’'un

5 . . . 1

thermomeétre...) de résolution notée q : u; = 7 g
. - 11 . .

=  Pourun instrument numérique : u; = 52 digit

Exemples d’incertitude-type du constructeur :

Ac
V3
= Pour un instrument de mesure a graduation (appareil a cadran, lecture d’un réglet, d’'un

thermomeétre...) de résolution notée g , on prend : u, = %‘

= Pour un instrument a aiguille de classe « a », de calibre C, on prend u, =

= Sile constructeur fournit I'incertitude type (notée A.), on prend u, =

1 aC
V3100

. a
=  Pour uninstrument de classe « a », on prend u, = NG
= pour un instrument a affichage numérique pour lequel le constructeur donne une méthode

pour calculer I'incertitude (A, = A%lecture + Bdigits), on prend u, = %

Exemple d’autres incertitude-type :

A

=  Non linéarité d’une balance : u, = \/—g ou A, est la tolérance donnée par le constructeur.
. a N X —X.
= Sion encadre une mesure : Xy, < X < Xy alors, on prend u, = Foua= m“xz min

c¢) Incertitude élargie

=  L’incertitude élargie s’écrit alors :
Ax = ku,
Ou k est le coefficient d’élargissement. Pour un niveau de confiance de 95%, k = 2 et pour un niveau
de confiance de 99%, k = 3.

d) Résultat

=  Le résultat final de la mesure est donc :

X = x £ 2u,, = x + Ax avec un niveau de confiance de 95%

3. Propagation des incertitudes.

On mesure indirectement une grandeur X a partir de la mesure directe d’autres grandeurs 4;

*  On cherche donc a déterminer X = f(4;,4,,...)

a) Maesure.

= Ennotant q; la mesure de A;, on exprime facilement la mesure x de X :
x = f(aq,ay, ...)

b) Incertitude type.
=  Le calcul de I'incertitude-type repose sur la différentielle de x :
dx

dx = %r
14

dal-

=  On passe a l'incertitude-type en traitant de maniere quadratique les effets des différentes incertitudes-
types :
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= Notons que I'on peut recourir a un calcul de différentielle logarithmique — ce qui bien-sir revient au
méme calcul que précédemment — lorsque X est de la forme :

X = cstex HA?”
i

Onaalors:

Inx = In| cstex HA?” = Incste + Z a;Ina;
i i

c¢) Incertitude élargie

=  L’incertitude élargie s’écrit alors :

Ax = ku,
Ou k est le coefficient d’élargissement. Pour un niveau de confiance de 95%, k = 2 et pour un niveau
de confiance de 99%, k = 3.

d) Résultat

=  Le résultat final de la mesure est donc :

X = x £ 2u,, = x + Ax avec un niveau de confiance de 95%

4. Régression linéaire et incertitudes.

= Voir annexe 1

5. Calculs d’incertitudes.

a. Un thermometre a alcool indique une température de 6 = 20,0°C. La résolution du
thermometre est 0,5°C (elle correspond a une graduation du thermometre). Exprimer le
résultat de la mesure.

(rep:0 =20,0+0,2°C)

b. On lit une tension sur un multimétre a aiguille de classe 2 : U = 2,53 IV avec le calibre 20V.
Exprimer le résultat de la mesure.

(rep:U =2,53+0,461)

c. Unerésistance R = 50Q est donnée a +5%. Evaluer la valeur de R.

Une regle graduée en % mm est utilisée pour mesurer une longueur L. La valeur mesurée est

L = 17,95 cm. Exprimer le résultat de la mesure. (attention, on fait deux mesures a deux
endroits différents !)
(rep:L =1795+ 0,03 cm)
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R, R
e. L'équilibre du pont de Wheatstone se traduit par la relation entre 4 résistances : R1 = ;{ 3
4
. Sachant que R,=R3 = 1kQ), R4 = 16 kQ et que les incertitudes relatives sur les trois résistances
sont toutes de 0,2%, déterminer la valeur numérique de R; ainsi que son incertitude absolue.
2 2 2
oy = |(¥R2 UR3 URa =020k
(Rep : ug = \/(Rz) + (R3) +(R4) avec Ug; O,ZA)\/§ )
f.  Connaissant lalongueurl = 0,985m (u; = 0,005 m) d’un pendule simple ainsi que la valeur
du champ de pesanteur = 9,805 m.s™2 (ug = 0,005 m.s‘z) , on souhaite déterminer la
/ l
période de ce pendule, dans le cas de petites oscillations, grace a la formule: 7 =27 [— .
8
Déterminer la valeur numérique de T ainsi que ses incertitudes relative et absolue.
2 2
o = L[ Yg
rep:ur =3 (1) + (7))
g. L'indice de réfraction d’un prisme peut étre déterminé expérimentalement grace a la relation :
. | A+D,
si| ———
2
n=————>———,Aet Dy étant des mesures de deux angles.
sin(j
Calculer (n, 4n) sachant que A = 60°00’, D, =41°32" etuy = up = 2’
2 2
up 1 ug 1 1
Rep:u, = || 2—7pp—~) +|2 -
e = (22 ) ( (ot m@)))
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Ill.Chiffres significatifs ( ¥ ¥)

Pour évaluer le nombre de chiffres dit significatifs d’une mesure ou valeur, il faut exprimer cette mesure a 'aide
de la notation scientifique.

a)

1. Notation scientifique

Elle consiste a écrire tout résultat sous la forme a.10", ou « a » est la mantisse (le terme correct est
significande) et « n » la puissance de 10 nécessairement entiere (doncn eN) ; et 1<a <10 (encadrement
strict).

Exemples :

346789 = 3,46789.10°

0,000000456709 = 4,56709.107

2. Chiffres significatifs

C'est le nombre de chiffres nécessaires a I'écriture de « a » (lorsqu’il est sous forme de I'écriture
scientifique cela va sans dire).

Dans les deux exemples précédents, on a 6 chiffres significatifs sur 346789 et sur 0,00000456709 aussi.
(000000346789 a autant de c.s. que 346789)

Notons que, de maniére générale, tous les zéros écrit avant (i.e. a gauche) du résultat sont inutiles par
contre ceux qui sont dans ou apreés sont utiles.

3. Importance des chiffres significatifs

Pour un physicien 742 (Volt, Watt, radian ou Joule ou ...) n’est pas égal a 742,0 et encore moins a
742,000...... La différence repose bien sir sur le nombre de chiffres significatifs utilisé dans les deux cas
(3 pour le premier résultat et 6 pour la derniere mesure). Car pour mesurer 742 V ou 742,000 Volt on
n’utilise sans doute pas le méme appareil ou du moins pas avec les mémes calibres. La derniére mesure
est beaucoup plus précise que la premiere et c’est bien cela que « mesure » le nombre de chiffre
significatifs. Car tout résultat de mesure en physique donne de maniere implicite sa précision.

Avec les regles d’arrondis classiques, on a :

Dans le premier cas (x=742):741,5< x <742,4

Dans le troisieme cas (avec y = 742,000) : 741,995 < y < 742,004

Les notices techniques des instruments de mesures (du voltmetre au tachymétre en passant par un
télémetre sans oublier la verrerie jaugée) donnent les précisions attendues lors d’une utilisation
nominale. L’'emploi de tel ou tel instrument n’est donc pas forcément équivalent pour effectuer une
mesure au centieme par exemple... de plus le prix des instruments grimpe avec la précision.

4. Opérations

Multiplication et Division

Pour ces deux opérations, c’est toujours « le plus petit qui I'emporte », en effet une multiplication (ou
une division car c’est la méme chose !) ne peut pas augmenter la précision sur une valeur.
Exemples :
o 2,0007 x 5,4 =11 la calculatrice affiche (si vous le lui permettez) 10,80378 mais il n’y a que
deux chiffres significatifs « sur » 5,4 donc il ne peut pas y en avoir plus sur le résultat final
d’ou I'arrondia 11!
o Deméme 8,841/2 donne 4! la calculette affiche 4,4205 ....
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b) Additions et Soustractions

= 8,3567 +2,23 # 10,5867 car c’est 2,23 qui impose, non plus son nombre de chiffres significatifs, mais le
nombre de chiffres apres la virgule. d’ou 8,3567 + 2,23 = 10,59 ! on obtient donc un résultat qui a quatre
chiffres significatifs alors que ses « parents » en avaient respectivement 5 et 3.

= Et 10000,1 - 2,0505 donne 9998 ... car on ne peut retrancher 0,0505 a 0,1 .... Car on n’a pas assez de
précision sur le « 0,1 » pour pouvoir effectuer la soustraction ! Ici le résultat a 4 chiffres significatifs
alors gqu’on partait de 6 et 5.

= Ce qui sert de guide dans ce cas, c’est la notion de précision. Une addition ou une soustraction ne peut
pas donner plus de précision (sur les chiffres apres la virgule, car c’est la que le bat blesse) que ce que

permettent les chiffres apres la virgule des « parents »

=  Par contre quand il n’y a pas de chiffres aprés la virgule, les opérations s’effectuent de maniére
classique. Par exemple : 25 + 3652 est bien égal a 3677.

5. Chiffres significatifs et mesures

a) Reégles a appliquer afin de présenter correctement un résultat expérimental sous la forme : X = x +
Ax:

1. On conserve pour x les chiffres significatifs qui interviennent dans Ax.

2. LUincertitude absolue Ax est exprimée au maximum avec deux chiffres significatifs : en toute rigueur,
Ax comprend deux chiffres si la suppresion du deuxiéme chiffre entraine une variation de Ax supérieure
3 4%.

3. La suppression d’un chiffre significatif sur la valeur moyenne x et I'arrondi correspondant ne doit pas
entrainer une variation de x supérieure a 0,2Ax

4. VLlincertitude Ax est arrondie a la valeur la plus proche, et non a la valeur par excés.

b) Exemples

Résultat brut Résultat correct Commentaire

1,056 £ 0,012 1,056 + 0,012 L'arrondi 1,06 = 0,01 ne satisfait
pas a la regle 2.

1,056 + 0,052 1,06 £ 0,05 Application de la regle 4.

119 +10 1,2x10% + 1x10?

116 £ 10 116 £10 L'arrondi 1,2x10% + 1x10* ne
satisfait pas a la régle 3.

1,012 +0,098 1,0£0,1

1,024 + 0,098 1,02+0,10 Retirer un chiffre significatif de
plus entrainerait un décentrage
trop important de la valeur
moyenne (regle 3).
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IV.Les nombres complexes ( ¥ »).

1. Représentation d’un nombre complexe.

Forme Forme trigonométrique Représentation de Fresnel
cartésienne
Z=a+jb Z = Axexp(jo) Z est représenté dans le plan cartésien (xOy) par le point M
Avec j? = —1 tel que OM = aé, + bé, et donc de coordonnées cartésiennes :
Avec : (x=a,y=h)
Et: A= | Zl
|Z| =+a?+b? | (exp(jop) = cos¢p + jsing | Z est représenté dans le repére polaire (€,, €g) par le point M
b de coordonnées polaires (r = (Z|,0 =
Don’t tan ¢ = — p ( |_| ¢)
FORGET! a
= A { a . ..
ele cos¢ = m Yy A axeimaginaire
sing = — ér
12| Bl
M
r=A |
0= h ! axe réel ox
a

2. Conjugué d’un nombre complexe

Soit le nombre complexe Z = a + jb = AX exp(j¢), alors le nombre complexe conjugué de Z est Z* tel que:

Don’t

Z' = a=jb = Axexp(-j¢) P

)
3. Opérations sur nombres complexes

w o Zxz' = |z|" = A% = a? + b?
g A AR AL ARSI UCRLD)

Z
Z3

_lal_a

o X expj(p, — ¢2)

a2
= arg (éxé) = arg (é) +arg(Z;) = ¢1+ ¢,

T arg(2) = are(n) - rs(2) = - 0
N0 B

- (é‘l‘é) = Z_;+Z_; = (al + az) _](bl + bz) = Al COS¢1 +A2 COS¢2 _](Al Sin¢1 +A2 Sin¢2)
= (2x2y) =ZixZ5 = Ay exp(=j(s + )

= (%) = % = j—:x exp(—j(dbl - ¢2))

" cosx = %(exp(]'x) + exp(—jx))

*  sinx = Zij(exp(ix) — exp(—jx))

»  (cosx + +jsinx)™ = cosmx + j sinmx
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V. Equations différentielles linéaires a coefficients constants ( ¥ ¥)

En physigue, on est souvent amené a résoudre des équations différentielles du type:

d’s d"s \ . . ,

F+ ..ta, o = f(¢) ou s(t) est une fonction du temps caractérisant la réponse
t t

d’un systéme a I'excitation f(t).

ds
a,.s(t)+a, d—+ a,
t

Les solutions de cette équation s’écrivent: s(t) = s;(t) + s¢(t) ou s;(t) est la solution libre et s¢(t) est la
solution forcée.

1. Solution libre :

= 5;(t) est la solution de I'équation différentielle sans seconde membre, c'est-a-dire la solution de I'équation
différentielle dans le cas ou f(t) = 0.
= Pour déterminer s;(t), il faut donc résoudre I’équation différentielle homogéne :
ds d’s d"s
a,s(t)+a, —+a,—+..+a,——=0
dt dt dt

* On cherche les solutions complexes sous la forme : s, (1) = 4.e”" (ret A étant a priori complexes).

t

= En remplagant ces solutions dans I'équation différentielle homogene, on obtient I'équation caractéristique
de I'équation différentielle homogéne :

a,+a,r+a,r’+..+a,r" =0 (Polynéme de degrés n)

= Si les racines de ce polyn6me sont distinctes, alors I'ensemble des solutions forment un espace vectoriel de
dimensions n :s5,(t) = X7_, Axe™ " ol lesr, sont les n racines distinctes de I'équation caractéristique et ou
les Aj, sont les n constantes d’intégration déterminées a partir des conditions initiales.

* S'il existe une racine multiple (notée 7;) d’ordre m + 1 alors les termes correspondant a cette racine sont

2 m
it

. t
remplacés par: | B, + B, 1+ B, ..+ B, — |’
. m:

2. Solution forcée :

La réponse d’un systéme linéaire a un régime forcé est du méme type que I'excitation :

= Si f(t) est une constante alors s¢(t) est une constante.

* Sif(t) est une somme de fonctions alors s¢(t) est la somme des différentes solutions forcées correspondante.

* Si f(t) est un polyndme de degrés n alors s¢(t) est un polynéme de degrés n.

= Si f(t) est une fonction sinusoidale du temps (f(t) = Fy,.cos(at)) alors s¢(t) est une fonction sinusoidale
du temps (sf(t) = §,,.cos(wt + ¢5)).

3. Solutions.

La solution s’écrit : s(t) = s;(t) + s¢(t)
Les constantes d’intégration sont déterminées a partir de I'expression de s(t) et a partir des conditions initiales
(valeurs de s(t) et de ses dérivées a t = 0*).
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VI.Réponse temporelle d’un systeme linéaire d’ordre 2 (¥ ¥)

e(t) s(t)
> EL2 L5
. crr . Don’t
1. Equation différentielle : FonSetl
2 |
L’équation différentielle reliant e(t) et s(t) et de la forme : % + %% + @is = f(t) elle
Ou:
" @, est la pulsation propre du systéme.
] % = 20w, = w—: avec Q facteur de qualité ; o coefficient de frottement et 7 temps de réponse.
2. Solution libre
2 )
= Equation différentielle homogéne :% + %% + ks =0 Fg,;a;,,
* Equation caractéristique : 7% + %r + a2 =0 A :

S A 2(4 _ 1
* Discriminant: 4= —w,) (1 4Q2)
= Solutions :

» Régime pseudo-périodique pour Q > % ouoc<l1.

_oot
5;(t) = e 2Q(Acos{2t + Bsin(X) avec 2= w, ’1 - $ la pseudo-pulsation.

Décrément logarithmique : 6 =In (ss(lt(::)T)) = a;"QT = ow,T = \/i”_(; = \/%
] = —
T
—>
() =

sp(t + T)ooe] |

0.00044

0.0002- /\ /\
o 0005 001 | 0015 0z | 0025 \003
0.0002

00004

0 0008

00008

» Régime apériodique pour Q < %ou o> 1.
_oot
5;(t) = e 22 (AcoshQ't + BsinhQ't) avec Q' = o, /é -1
» Régime critique pour Q = %ou o=1.
5;(t) = e (A + Bt)
C’est pour le régime critique que le régime permanent est atteint le plus rapidement.

3. Solutions.

* Expression générale des solutions : s(t) = s,(t) + s (t).
= Détermination des constantes d’intégration :

S . . . d
o Les deux constantes d’intégration A et B se déterminent par la connaissance de s(0%) et ded—i)

d - . S
o Lesvaleursdes(0%) et ded—i) ,se déduisent des relations de continuités.
0

ot
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VIl. Méthode de variation de la constante.

Soit une équation différentielle linéaire du 1°" ordre de la forme : Z—z + f(x)y(x) = g(x).

Cette équation différentielle se résout en deux temps :

=  Onintegre d’abord I'équation différentielle sans second membre.
=  On résout I'équation différentielle avec second membre en cherchant une solution particuliere ou en
utilisant la méthode de variation de la constante. C'est cette derniére méthode que I'on étudie ici.

1. Résolution de I’équation différentielle sans second membre.

. Z—i’ +f(x)yx) =0 :>d7y = —f(x)dx = In(y) = — [ f(x)dx + Cste
*  Ennotant F(x) la primitive de f(x), on obtient :
y(x) = Ke F®

2. Méthode de variation de la constante.

=  On utilise cette technique lorsque I'on ne peut pas trouver de solution particuliere a I'équation
différentielle.

= Ayant déterminé les solutions de I’équation différentielle sans second membre sous la forme
Ax) = Ke F®, on cherche les solutions de I'équation différentielle avec second membre sous la
forme : y(x) = K(x) e F®
= L’équation différentielle vérifiée par K(x) est donc :Z—I; =g(x)e
= D’ou 'expression de K (x) : K(x) = [ g(x)e"®dx

=  Finalement, la solution générale de I'équation différentielle s’écrit :

y(x) = e‘F(")Jg(x)eF(")dx

F(x)

3. Exemples.

Résoudre les équations différentielles suivantes :
d X

dy _ y&) _ X2

dx x

Réponse : y(x) = %x3 + Kx
- (x*+ 1)% + 3xy(x) = x?
x(2x?+41) 1 _ (ln(x+\/x2+1) 4 K)
3

8(x2+1) (x2+1) 8

Réponse : y(x) =
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VIIl. Décomposition harmonique d’un signal. Applications.

1. Principe.

Tout signal réel peut étre décomposé en somme de fonctions sinusoidales de pulsations différentes. Cette
somme pouvant étre discrete dans le cas de fonctions périodiques ou intégrale dans le cas le plus général.

2. Cas d’une fonction périodique : décomposition en série de Fourier.

a) Enoncé du théoréme de Fourier :

Tout signal périodique est décomposable en une somme de sinus et de cosinus.

. o - 2 .
Pour un signal s(t) périodique de période 7 = — avec une composante continue S, (ou valeur moyenne) on

@

a:

k=0 k=0
s(t)=Se+ Y a; cos(kax)+ Y _b, sin(kar) Dot

k=1 k=1 FERGET!
Avec : Sf%J‘OT s(t)dt =Valeur moyenne de s(t) 2o

2 kot)d
a, = ?J‘Os(t) cos(kat)dt

2 T .
b, = ?J-o s(2)sin( kot)dt Avec k entier positif strictement.

Remarque :

k=0
La décomposition de s(t) peut aussi s’écrire : s(t) = S, + + zsk cos(kax +¢,)
k=1
= Les coefficients (ay, by) et (s, ¢,) sont liés :
sk cos(kat + ¢,) = s; cos(g, ) cos(kat) — s sin(4, ) sin(kwt)

2 2
s, =4/a; +b;
a, = s, cos
Dol : { k k (¢k)

by = —s,sin(g) © | tan(g, )= =2

a

b) Propriétés

Propriété 1 :
Si 'on a effectué le calcul de Fourier pour un signal périodique quelconque et que I'on rajoute a ce dernier un
offset, alors il suffira juste de recalculer la valeur moyenne car les coefficients ax et by ne sont pas modifiés.

Propriété 2 :
La définition générale peut étre simplifiée en remarquant que le signal est pair ou impair :

T
=  Sisignal pair: b=0; ak=ij2 s(t) cos(kwt)dt le signal ne comporte que des termes en cosinus et la
T Jo

valeur moyenne.
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T
=  Sisignal impair: S, =0; a=0et bk=i'|. 2 s(t)sin(nwt)dt le signal ne comporte que des termes en
T Jo

sinus.

c¢) Exemples simples.

= Signal sinusoidal pur : S(¢) = @, cos(at)+ b, sin(ax) = s, cos(at + @) . Ainsi seul le premier terme
de la décomposition est non nul : on I'appelle le fondamental.

=  Signal sinusoidal présentant un offset :
s(t) =S, +a,cos(wt)+b sin(wt) =S, +s,cos(at +¢@). Ainsi I'offset S, n’intervient pas dans
les valeurs des coefficients ax et by. S, est a la valeur moyenne de s(t) : elle correspond a sa partie

continue.
=  De maniére générale, en plus de la valeur moyenne et du fondamental, un signal périodique quelconque

présente des harmoniques : on appelle harmonique d’ordre k le terme @, cos(kat) + b, sin(kat).

Exemple de calcul des coefficients de Fourier (**) :
(HP, donné a titre documentaire)

Soit la fonction y(t) suivante correspondant a un signal sinusoidal redressé 2 :

y(®
a
.I.
o T/2
Sur une période T du signal, on a :
T 2t
O<t<—:y(t)=acos| —
2 2T
T 27t
——<t<T:y(t)=—-acos| —
2 2T
Attention | 2T est la période de la fonction cosinus non redressée !!
k=0 k=00
D’aprés le théoréme de Fourier : y(t)=S, + ) a, cos(kat) + Zbk sin(kax)
k=1 k=1

= Calculons des coefficients de Fourier S, (valeur moyenne), ai et by :

%+ Valeur moyenne.

2 Le redressement peut é&tre fait grace a un pont de diodes appelé pont de Graetz.
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S11|
T
%/_/
0
2a
= So=
T
) ) 2a
= La valeur moyenne du signal redressé est non nulle et vaut : S,=
T

%+ Coefficients ax (calcul non exigible):

e kat)d
a, —?on(t)cos( wt)dt

2( o112 711 2kt 27t 2kt
= ak :? J;) acos COS| IT/ZCICOS COS| T t

T/2 2mt 2kmt 2721 2kt T 2mt 2kt 27zt 2kt
= S\ ot == dt—j cos| — +—— |+cos| ————— |dt
T/2 2T T 2T T

0 - %( T/ZC()S( 2k+1 —t)+cos((2k—1)%tjdt—j;/zcos((2k+1)%tj+cos[(2k—l)%fjdt)
T

. {m51n[(2k+1)%tj+%sin((2k_1)%tﬂ07/2
T { % sin[(2k+1)%tj+ﬁsin((2k—l)%tﬂﬂz
- %Sm(@k H%}ﬁsm(@k -D% J+0
T _(0—%Sin((2k+l)gj—%sm(@k 1)2D

%/—/

~a = 2a{ﬂ(2]1+1)sin((2k ¥ 1)%} . mw
[

% Coefficients by :

La fonction y(t) étant paire les coefficients by sont nuls.
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Onadonc: g(r) = 294 3| (<) x—2% | cos(kar
W=z ; & (4k* -Drx (ko)

Do d) Spectre de Fourier.
FORGET!

= =)

IR0 Le spectre de Fourier d’un signal s(t) est la représentation des amplitudes sx des harmoniques de s(t) en

fonction de la pulsation.
Exemples :

% Pour le signal sinusoidal s(¢) = S, + s, cos(at + @) avec S, > s,
le spectre de Fourier est :

Sk
A
So
Sip____
» O
0 D)
+* Pour un signal créneaux de la forme :
yM
a
T/2
0 N ;
1
T/4 T

Avec :

a2 L e )
s(t)—2+ﬁ{cos(a)t) 3.cos(3 a)t)+5.cos(5 a)t)+...+(2p+1).cos((2p+l) a)t)+...}

Le spectre de Fourier est de la forme :

S1fp-----
So
S3p-----F - == -
Ssl-———-—f-----c------ ] ____________ | »
0 ) 3m 5m T
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e) Coefficients de Fourier complexes.

= ik 1 T .
= La fonction s(t) peut aussi s’écrire : S(¢) = Zéke'l “ ou A, = ?I s(t)e et gy
0

k=—x

Les coefficients A sont les coefficients complexes de Fourier de s(t).

= Ces coefficients sont reliés aux coefficients de Fourier :

0 0 —1
s(t) = Zﬁkeﬂm = Zﬁkejm +4,+ Zékeﬂm
k=1

k=—o0 fk=—0

En changeant k en —k dans la derniere somme, on obtient :

s()=> A" +4,+Y A e
k=1

k=1

Soit: S(t)=A, + i(ékeﬂm +Afkeiﬂm)
k=1

o

Par indentification avec les expressions précédentes de s(t), on obtient : |4,

bk

=4,
= (ﬁk + A—k)
=j(4,-4,)

f) Valeur efficace d’un signal.

et u,(t) la partie variable.

T
=  Lavaleur moyenne de u(t) est : <u(t)> = %Iu(t).dt =U,
0

= Lavaleur efficace de u(t) est : Ueﬂ =

Soit une tension périodique u(t), de période T : u(t) = Up + u,(t) dans laquelle U est la composante continue

= D’apres le théoréme de Fourier, uq(t) peut étre décomposée en une somme de termes sinusoidaux :

u®)=U,+ Z(ak cos(kwt)+b, sin(kawt))ou o est la pulsation associée a la période T.

k=1

u, (1)
On démontre alors que :

Ueﬁ = 1/U02 + Uieﬁ ou U, , estlavaleurefficace de ua(t).

= Ainsi, pour calculer la valeur efficace d’un signal a valeur moyenne non nulle, on peut utiliser la valeur
efficace du méme signal mais a valeur moyenne nulle (et ajouter le terme correspondant a la valeur

moyenne).
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Théoréme de Parseval :

Ce théoréme relie la valeur moyenne du carré du module d’une fonction u(t) aux coefficients de la série de
Fourier :

siu(t)=U, +i(ak cos(kewt)+b, sin(kt)) alors %LT |f(t)|2 dt=A4 +%i(a,f +b,f)
k=1

k=1

La fonction u(t) étant réelle, cette intégrale s’identifie au carré de sa valeur efficace.

D'ol :
Ujﬁ, =4 +l§:(a,f—l—b,§) Soit : Uieﬁ =li<a]f+blf)
293 23

3. Exemples de décomposition en séries de Fourier.

Courbe en créneaux irréguliers

y®

al 2a &
“l o YOy ="+
T 4

k=1

[llc sin(kzn@).cos(kwt) + J

0/2 T

Courbe en créneaux réguliers (cas précédent avec =T /2)

y®
a _a 2ax| (-1)”
yt)=—+— [— cos((2p +1)x art)
/2 2 ; 2p+1)
0 : '
T/4 T
Sinusoide redressée simple alternance.
5 y® s(t) = %+%cos(a}t)+ i((—l)”“ X(élpzzil)zzJ cos((2p)ot)
/\ |
o 14 T
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Sinusoide redressée double alternance.

y®
a
o I 112 f 2a & 4a
S(l) _ 7 + ; [(_1);n+1 X (4’,’12_1)ﬂ-j COS(ma)t)
Courbe en dents de scie a flanc vertical
(o] 0
| | s(t) = Z((—l)’"” ﬁ} sin(mar)
m=1 mr
-T/2| o| T/2| T | t
-a

4. Exemples de réponse d’un systéme linéaire a un signal périodique

= On étudie la réponse d’un systéme linéaire a un signal périodique. Soit e(t) le signal d’entrée et s(t) le

signal de sortie. On note H = %, la fonction de transfert de ce systeme linéaire.

2r
Le signal e(t) étant périodique (T = —— |, il peut se décomposer en série de Fourier :
w

o0
e(t) = E, + ) _(E,sin(kat +4,))
Don’t k=1
FORGET!
= = Le systeme étant linéaire chaque harmonique de e(t) donnera en sortie un signal de méme pulsation.

0@
= Le spectre de Fourier du signal de sortie sera composé des mémes pulsations que celles de e(t) :

s(t) =S, + i(Sk sin(kot+¢',)

L’amplitude et la phase a I'origine de chaque harmonique de s(t) peuvent étre calculées a partir de la

S, =|H(0)|E,

fonction de transfert : S, = |ﬂ(]ka)) E,
@', = argument(H(jkw))+ ¢,
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IX.Transformée de Fourier

1. Définition
La transformée de Fourier (TF) généralise la série de Fourier aux signaux non périodiques.

La transformée de Fourier de x(t) est une fonction X (f) qui le représente spectralement et lui est liée par les
relations réciproques suivantes :

+o0

X(f)=TF(f) = f exp(—j2nft)xx(t)dt

-
+o0

x(t) = TF-1(t) = j exp(4j2mfOXX (F)df

—0o0

2. Tables

On note §(t), le pic de Dirac, fonction nulle sur R sauf en t = 0 ou elle vaut 1.

On note I1(t), le peigne de Dirac, fonction nulle sur Rsaufent = nT ouellevaut1(n € Z) ent = 0 ou elle
vaut =.
2

Nom Signal x(t) Transformée de Fourier X(f)
Gaussienne exp(—at?) \/ﬁ ( ﬂzfz)
—exp(——

xsp )‘?(f)

a T
‘ f
Pic de Dirac 6(t) 1
x() ATX )
! 1
>t > f
Peigne de Dirac teo 1A n
H(t):Z(Y(t—nT) T_Z‘S(f_?)
x(t)
A1 X(f)
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Constante 1 a(f)
xﬂr) AX()
1
—— ]
>t > f
exp(j 21f,t) 8(f = 1)
1A X(f)
> f
cosinus cos(2mf,t) 1. 1
o S0(f = £,) + 580 + 1)
X(f)
t
£
|
sinus sin(2mf,t) 1 1
25(]: —fo) —25(]: + /o)
x(0 X(p)
1
t | f
Porte rect (;) 2T sinc 2nfT)
x(t)
0
T T >t
Lorentzienne 1 1 _ 21|rb|r|
1+ b%x2 me
t(x)
'y 5 T(o) o Ibl
Ax = m T
X o
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Fonction réseau N/ sin (M)
t(x) = ZS(x —na) R(N, $) =—§)

-W sin (%)

t(x) Ou ¢ = 27raa‘et N=2N"+1

A1

3. Propriétés :

fx) TF(f)(o) remarques
Translation suivant fx—a) e /2"« TF(f)(o) | Ainsi, une translation ne fait
X qu’introduire un facteur de phase dans la
figure de diffraction : 1’éclairement est
inchangé.
Translation suivant ef)z"‘”‘ x f(x) TF(f)(o — ay) Ainsi, I’inclinaison de I'OPPM arrivant
o sur la pupille translate la figure de

diffraction dans le plan de Fourier.

1 o Un étalement de la pupille provoque une
a XTF(f) (E) contraction de la figure de diffraction.
Dérivation f'(x) 2jmtoxTF(f)(o) | A utiliser par exemple pour la TF de la
fonction triangle.

Dilatation f(ax)

» Lareprésentation du module |T(o)| est le spectre en module de t(x)

= Lareprésentation de I'argument arg(T (a)) est le spectre de phase de t(x)

= Sit(x)estréelalorsT(—o) = T*(0) etdonc |T(—0)| = |T(0)] et arg(T(—J)) = —arg(T(a))
- TF (TF(t(x))) = f(—x).

= TF(t0oy) = fF(0)xg() = TF(f())XTF(g(»))

* TF[f(x)®g(x)] = TF[f(x)]XTF[g(x)]

* TF[f()xg(x)] = TF[f ()]®TF[g(x)]

Fonction disque

La fonction t(x, y) est appelée fonction disque et sa transformée de Fourier est T(ax, O'y):
tlx,y) = 1sim<R
{t(x,y) =0six2+y2>R
2-1,(2nR (a7 7 o3)
2R (Jo? + o7)

T(oy,0,) = T(0)

Ou J; est la fonction de Bessel d’ordre 1

Soit, en introduisant la fonction F (x) = LGy
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T(01,0) = T(0) -7 (20R [o2 + o)

J1(383)=0; J;(7,00=0; J;(10,2) =0
v' Premiers extrema de la fonction F(x) : F(0) =1,0; F(51) = —0,13; F(8,4) = +0,064

v' Premiers zéros de J; (x) :

Fonction sinus-cardinal.

sinx
sinc(x) = —
x

v Premiers zéros de sinc(x) :
sinc(km) =0 aveck € Z

v' Premiers extrema de la fonction sinc(x) : sinc(0) = 1,0; sinc (z 3771) =-0,217;
5n
sinc (z —> =0,128
2
Fonction réseau.
sin (@)
RN, @) =———=—
sin (5
in(%
v’ Entre 2 maxima principaux ,¢ € [2mk, 2m(k + 1)], on a (N — 1) minima nuls donnés par :
2k’
¢ =2k + T
v Entre 2 maxima principaux, ¢ € [2rk, 2m(k + 1)],, on a (N-2) maxima secondaires donnés par :
2k" +1)
¢ =2nk + S
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X. Développements limités (¥ v)

1. Définition

Soit f définie au voisinage de x,. Alors, on dit que f admet un développement limité (DL) a I'ordre n au voisinage
de x, si et seulement si il existe ay, a;, a,, ..., a, € R et une fonction £(x) définie au voisinage de x,, telles que
au voisinage de x,o0n ait :

F(x) = ap + a; (x —xp) + -+ a,(x- x0)™ + (x- x,)"&(x).

Le polynéme B,(x) = a, + a; (x — xg) + -+ a,(x - xo)" est la partie réguliere du développement limité
al'ordre n de f au voisinage de x,

(x = x0)&(x)™ est dit le reste du développement a I'ordre n de f au voisinage de x,,.

2. Exemples de développements limités classiques

Les développements classiques suivants se font tous au voisinage de 0, donc x, = 0.

xZ x3 n

x
e*=1+x+—+—++—+x"e(x) avec lime(x) =0
2! 3! n! x—0
R x2n
cos(x) =1——+—+ -+ (—1)"— + x?"*1g(x) avec lim&(x) =0
2! 4! 2n! x—0
X3 x5 2n+1

sin(x) = x —§+ o + e+ (—1)”m + x2"*2 g(x) avec chlz)r(l) &x)=0

ch(x) =1+ SR SRS it x*"g(x) avec lime(x) =0
2l 4 2n! X0

3,5 x2n+1
Don'’t — T 2n+2 [ =
FORGET: sh(x) =x+ T + o] + -+ 2n+ D! +x &(x) avec 916% &x)=0
CIRC)
k(k —1)x? k(k—1)..(k—n+ 1x"
(1+x)k=1+kx+¥+--~+ ( ) ( )

2! n!
+ x"&(x) avec lim&(x) =0
x—=0

1
——=1+x+x%2+x3+-+x"+ x"&(x) avec lirrég(x)zo
x>

1—x
1
=1—x+x2—x3+ -+ (D" + x" &(x) avec lim&(x) =0
1+x x—0
X2 53 n+1
ml+x)=x——=+—5++(D"——+x"e(x) avec lime(x) =0
2 3 n+1 x—0
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Xl.Intégrale curviligne (**)

1. Détermination de la fonction f(x, y) dont on connait la différentielle.

= Soit la fonction f telle que df = A(X, y) dx+B(x,y)dy avec: A(x,y) = ZL i B(x,y) = Zl et
X v

o408
oy  ox
+ ) = Lo f0y)=[Ay)di g() = Fe.p)+20).

Cette primitive est faite en traitant y comme une constante si bien que la constante d’intégration peut
étre fonction de y.

oF
. B(x.y)=% = B(x,y) =Z—;+Z—§ :>g(y)=J-[B(x,y)—E}dy

= f(xy)=F(xy)+| (B(x,y) —aa—Fj.dy
Y
Remarque :

Tres souvent, en physique, A (x,y) ne sera fonction que de x et B (x,y) que de y.
Alorsdf = A(x)dx+B(y)dy = f(x,y)= jA(x).dx+ IB(y).dy+ cste

Le calcul se rameéne a celui de deux primitives ordinaires.

2. Calcul des intégrales curvilignes :

= Soit la forme différentielle oF = A(x,y) dx + B(x,y) dy . On appelle intégrale curviligne d’un point
| @ un point F suivant une courbe d’équation h(x,y) = 0

Int = I A(x,y).dx+ B(x,y).dy .
(IF)
=  Lecalcul direct se fait en remplagant y et dy en fonction de x et de dx a partir de h(x,y) =0 dans l'intégrale
curviligne et le calcul devient celui d’'une intégrale simple.

= le cas particulier ou dsz(x,y)dx+B(x,y)dy donne le résultat simple:

F F
Int = J.A(x,y).dx + B(x,y).dy = Idf = f(F)— f(I) .Cestadire que le résultat ne dépend pas
1 1

de la courbe, il ne dépend que des points I et F.
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3. Exercices :

1. Calculer l'intégrale curviligne .[(xz —2xy).dx+(2xy+y*).dy ol AB est l'arc de parabole
AB
d'équation y = x 2 joignant les points A= (1, 1) et B=(2, 4).

Réponse : 919/30

2. Calculer I'intégrale curviligne I(x + ¥).(dx + dy) ou AB est le chemin joignant les points A = (2, 0) et
AB
B = (0, 0) déterminé par :

a. Lesegment de droite AB.

b. Le demi-cercle inférieur de diametre AB.

2 2
x—1 y
c. L'arcsupérieur de I'ellipse d'équation T + E = 1, parcouru de A vers B.

Réponse : dans les trois cas, on trouve -2

1 1
3. Onconsidére la forme différentielle dw définie par: dw (x, y)= (y + —jdx + (x + —de .On considére
X Y

b
le segment de droite d’équation y=a.x+b, compris entre les points : (—,b+ lj et (—,2b . Calculer
a a

jé‘w en fonction de a et b.
G
56 —b—1 2b*

Réponse : +

n
2a b+1
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XIl. Opérations sur les grandeurs vectorielles ( ¥ ¥)

1. Produit scalaire de deux vecteurs

a) Définition :

& FSSEET! . . - X7 , 2 T ]
% f. ; Le produit scalaire de deux vecteurs U et V est un réel noté U.V et défini par:
UV = HUHH\?H cos(U,V) = HUHHVH cos(¢p) avec ¢ = (U, V) I'angle entre les deux vecteurs.

b) Remarques :

=  Le produit scalaire ne nécessite pas d'orienter les angles,
= |e produit scalaire dépend de I'unité de longueur choisie dans I'espace

— - — 1|12
= e produit scalaire d'un vecteur par lui méme est égal au carré de sanorme U .U = HUH

c) Propriétés :

= Bilinéarité du produit scalaire : V a et b réels et ([_j, \7, \X] ) e R3
@U+b V). W =a U W +b V.W
6.(a \7+b)=a G{/+bﬁw

»  Commutativité: UV=V.U

= Caractérisation de I'orthogonalité : U et V orthogonaux < UV=0

d) Expression du produit scalaire dans une base orthonormée :

_sonéer | Soit (€, €,,€,) une base orthogonale directe de 9 et soient (u, Uy, us,) les coordonnées de U et (v, vz, v3)
T
O =
, celle de V dans cette base, alors :
UV =UzVi+UyVy+ U3V3

u, v, +u,vV, +U;V,

doli: [cos@= (¢ I'angle entre les deux vecteurs)

2 2 2 2 2 2
\/u1 +u; +u; \/V1 +V, +V;

2. Produit vectoriel

a) Définition :
Le produit vectoriel de deux vecteurs ﬁ et Vest le vecteur noté ﬁ A \7 et défini par :
=S [j et VSont colinéaire ﬁ A \7 =0
= s [j et {/ ne sont pas colinéaires :
= (ﬁ A V ) est orthogonal a [j eta {7
= Jletriedre (ﬁ, \7, [_j A V ) est direct
o RN R IELCAY

b) Remarques :
Le produit vectoriel dépend de I'unité de longueur et de |'orientation choisie de I'espace
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c) Interprétation géométrique

La norme HU A VH est égale a la surface du parallélogramme construit sur U et V.

U AV

3

—

U

< B
<« »

u

(ﬁ A V ) a pour direction la perpendiculaire au plan formé par G et V, et pour sens celui donné en faisant
tourner 6 versv autour de I'axe ( [_j A V ) dans le sens direct 3.
d) Propriétés :
= Bilinéarité du produit vectoriel : V a et b réels et (G, {7, \X] ) e R3
@U+b V)AW =aUAW +b VAW
UA@V+bW)=aUAV+bUAW
= Anticommutativité : UAV =-V AU

»  Caractérisation de la colinéarité : U et V colinédaire< UA V=0

e) Expression du produit vectoriel dans une base orthonormée directe :

= Silabase (€, €,,€,) est orthogonale directe on remarque que :
CNE, =& C, NG =6 ;NG =6

et €, A€ =-€ e, NE, =-€ e Ae; =-6

Soient (uy, Uy, us,) les coordonnées de U et (vy, vs, v3) celle de 'V dans cette base, alors :

—_ — —

UAV =(u;vs-us vs) € +(usvi—u1vs) &+ (urva-urva) €

f) _Méthodes de calcul du produit vectoriel

Don’t 1 1 1 1
FORGET!
A . UUUOY - IMRUR., « AMUE ) S—
010 W ) u v U 2 gv
U
3

2
XV U

3

(U2 Vz—Us V) (Us V1= U1 Vs) (U1 Va—Us Vi)

Chaque composante correspond a une différence de produit croisé des composantes de chacun des vecteurs.

3 L'orientation de U A V obéit a la régle des trois doigts de la main droite
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Autre écriture :

(U2 Vz—-U3V,) €
— g 1
UAV= (Ws M= Vs)
€
(103 o =05 V) .
€3

Correspond au développement d'un déterminant (3 x 3)

g) Double produit vectoriel :

Le double produit vectoriel de trois vecteurs U, V et W' est le vecteur défini par :

UA(VAW)=(U.W)V(U.V)W

3. Produit mixte

a) Définition :

Le produit mixte de trois vecteurs U, V et W est le réel noté (U, V, W ), défini par :
(UI V; W)= U.(V/\W)

b) Interprétation géométrique :

produit mixte (U, \7, W )

Le module du produit mixte |( U,V, W )| donne le volume du parallélépipéde construit sur les trois vecteurs

Eneffet:(V A W )= S, vecteur perpendiculaire au plan du parallélogramme formé par les deux vecteurs V.

et W etapour module la surface de ce parallélogramme, et Hﬁgu = Hﬁ””gucos(ﬁ,g) = h”gu est le produit

de la projection de U sur la direction de S ; soit le produit de la hauteur h du parallélépipéde par la surface du
parallélogramme.

Si les trois vecteurs pris dans I'ordre du produit mixte forment un triedre direct, le produit mixte est positif et
vaut exactement le volume. Si le triedre formé est indirect le produit mixte est négatif.
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Don’t
FORGET!
=

c) Propriétés :

= |nvariance du produit mixte par permutation circulaire des vecteurs :

(U, V, W)=(V, W, U)=(W, U, V)
L'orientation du triedre qu'ils forment est inchangée.
En effet : le produit scalaire étant commutatif

U.(VAW) =W .(UaV)= V. (W AU)

=  Anticommutativité du produit mixte

Le produit mixte est changé en son opposé si on échange le place de deux vecteurs :

(V,U, W)=—U, V, W)
(W,V,U)=-(U, V, W)
(U W,V,)=-(U,V, W)

d) Expression du produit mixte dans une base orthonormée (€, €,, €5)

Soient (uy, U, us,) les coordonnées de U (v, vo, vs) celles de V et (w1, w, ws) celles de W dans cette base,

ona:

(U, V W) Uj Vo2 W3 + Uy V3 W1 + U3 Vi W2 — U3 V2 Wy — Ug V3 Wo— Uz V1 W3

u vy W,
= = = VvV, W, Vi
ou encore : (U,V,W)=u, v, w,=1y -u,
V3 Wy V3
u; vy Wi
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Xlll. Trigonométrie (¥ »)

1. Relations générales.

)
cos’ a+sin"a=1 S
sin a 2 FORGFT!
tana = l+tan“a = > ALA
cos a cos“ a
cosa 1 ) 1
cotana = — =— l+cotan“a = ——
sina iga Sin” a
2. Arcs associés.
Arcs supplémentaires Arcs opposés Arcs différant de r:

sin(z —x) = sin(x)

cos(;z - x) = —cos(x)
tan(ﬂ — x) =- tan(x)

sin(—x) = —sin(x)
cos(— x) = cos(x)
tan(— x) =— tan(x)

» cotan(x)

cos etsin :
tan et cotan :

Arcs complémentaires
. T
sm(z —X)=CO0S X

T .
COS(E —Xx)=sinx

V4
tan(; —Xx)=cotanx

ou tan(% —Xx).tanx =1

sin(7z + x) = —sin(x)
cos(z+ x) = —cos(x)

tan(7z + x) = tan(x)

P P cos(x)

27 périodiques.
7 périodiques.

T
Arcs différant de E
. T
sm(z + X)=cosx

T .
cos(—+x)=—sinx

2

V4
tan(5+ X)=-—cotanx

ou tan(§+ x).tanx = —1

sin(x)
4
SRS
' )
: 5 » cos(x)
T T
—— X, —+XxX,T—X
2 2
Egalités
x=a+2kr

sin x = sina < {ou

x=mw—a+2kr

cos x =cos a < x=*a+ 2knm

tanx =tana < x=a+kr
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3. Formules d’addition.

cos(a +b) =cosa.cosb —sina.sinb tana +tanb
' _ tan(a+b)=————
cos(a —b) = cosa.cosb +sina.sinb 1-tana.tanb
et
sin(a + b) = sina.cosb + sinb.cosa tana —tanb
. ‘ } tan(a—b)=———
sin(a —b) = sina.cosb —sinb.cosa 1+tana.tanb

« Le cosinus échange les signes et le sinus échange les lignes »

4. Formules de multiplication par 2.

sin(2a) = 2sina.cosa

2 ) 1
cos a—sin" a cosza:E(I+cos2a)
cos(2a)=| 2.cos’a-1 soit :
1-2.sin*a sin’ a = E(l—cos2a)
2.tana —?
tan(2a):—2 et cosa=1 t2 ; sina = 2t2 ; tana = 2t2
I-tan"a 1+¢ 1+t 1—¢

a
avec tan — = ¢
2

5. Formules de transformation.

sin p +sing = 2sin P cof 24
2 2
2sin a.cosb = sin(a + b) + sin(a — b) sinp—sinq:2cos(p+qj.sin(p_qj
2cosa.cosb = cos(a+b)+cos(a—b) 2 2
2sina.sinb = —b)- -
sin a.sin b = cos(a —b) — cos(a + b) ) T Pra ] .o P—4
2 2
o an{ {2

« si co co si co co si si »

LYCEE JOFFRE Page 43 sur 75 COURS DE SCIENCES PHYSIQUES




pPc*
Compléments mathématiques pour la physique

ANNEE SCOLAIRE 2017/2018

6. Relations dans un triangle rectangle.

(@}

Brc=Z
2

bh=asinB=acosC =c.tan B = c.cotanC

at=b*+¢*

a* =b* +c¢* —2bccos A
b* =c*+a* —2cacosB

¢ =a® +b* —2abcosC

a b c

sin4d sinB sinC

121+é+é=7l'

S = lbcsinzgl = lca sin B = labsiné
2 2 2
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XIV. Fonctions hyperboliques ( ¥ ¥)

1. Définitions

Pour tout x € R, on pose :

Don't
¢.: FORGET! B
T e +e* e* —e " shx e —e* e -1 chx
UL chx=——,shx=——,thx= =——Q—=—; ,etpourx;tO,COthx:—
2 chx e +e e +1 shx

a) Etude de la fonction sh (sinus hyperbolique)

=  shestimpaire

. (sh)(x) =chx, limshx=+o0, lim ™% = 40, sh(0) =0

X+ - x

3 2p+l 2p4+2
. DLéunordrequeIconqueenO:ShX=X+%+...+m+O(xp )

b) Etude de la fonction ch (cosinus hyperbolique)

= chest paire

. (ch'(x)=shx, limchx=+o0, lim ¥ — 1 ch(0) =1

X400 X

2 2p 2
* DL un ordre quelconque en 0 : Chx = I+5+. 45 +o(x")

2p)
c¢) Fonction th (tangente hyperbolique)
=  thestimpaire.
ch’x —sh’x ) 1
= th))(x)) =—————=1-th"x =
(th)'(x) ch’x ch’x
2x
-« limthx=lim & =1
X 400 x40 7% 4]
» DlenO:thx=x-1x’+2x’ +0(x”)
d) Fonction coth (cotangente hyperbolique)
=  coth est impaire.
sh’x —ch’x ) -1
. coth)(x) =————=1-coth“x =
( )() sh?x sh?x
2. Formulaire
chx+shx=¢e"
chx—-shx=¢e"
ch’x—sh’x =1
ch(a+b)=chaxchb+shaxshb _Dont
— = A
sh(a+b) =shaxchb+chaxshb AIA
tha+thb
th(a+b) = ——at 27
1+thaxthb
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ch(2a) =ch’a+sh’a=1+2sh’a=2.ch’a-1 e
sh(2a) =2shaxcha AA
2th(a)
th(2a) =
(29) 1+th’a
2
enposant  =th3 : chx = 1+t2 ; shx= 2t2 ; thx= 2t2
1- 1—¢ 1+1¢
ch(a+b)+ch(a—b)=2chaxchb Don't
FORGET!
ch(a+b)—ch(a—b)=2shaxshb f. ;‘
sh(a + b) +sh(a—b) =2shaxchb
sh(a+b)—sh(a—b) =2chaxshb

3. Graphes

a) Graphesdeshetch:

b) Graphes de th et coth
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XV.

1. Repere Cartésien

Systémes de coordonnées ( ¥ ¥)

= Vecteur position :

= Vecteur vitesse :

= Vecteur accélération :

=  Avancement élémentaire :

=  Volume élémentaire :

;zOM =x;+y_]"+zz Don’t
FORGET!
o= =\

—~ dr dx- dy- dz~ alle
A N A

~ gy d*r d’x. d’y- dzz%
a=——= = i+ +
a ar af af’ar
dr=dOM =dxi+dy j+dzk
dr =dxdydz

» Représentation :

yrdy
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2. Repeére cylindrique.

= Vecteur position :

= Vecteur vitesse : V

=  Vecteur accélération :

=  Avancement élémentaire :

&|&‘

F—OM = pe_ +2k

t :pe_/;+p9;+z'7\;

Don’t
FORGET!
—n

i= 2 (5 i+ L

t

dr = dpej +p.d6’; +dzk

e, +zk

=  Volume élémentaire : dt = p.dp.d0.dz
_ |2 2
x=p.cos@ |[PTNX TV
= Relations de passage : . et
y=psind g2
X
=  Représentation :
z dr = MM'
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3. Repeére polaire :

a) Représentation :

*  Vecteur position : F=ré, FORGLT)
= Vecteur vitesse : v =78, + (rd)é, ; :
=  Vecteur accélération : a= (r - r6’2) é, + %% (r20)é,

=  Surface élémentaire : dS =rdr-df

=  Représentation :

y y
A A ds
Eg . ;0 Tdaé)g
e, _e.
dre, '
r r
ao
- I 0 0
J
> » X » X
0} . 0}

b) Utilisation fréquente du repére polaire:

=  Mouvement circulaire (Centre du cercle coincidant avec le centre du repeére)

Don’t
C FORGET! o 71 =R=Cste
~ AN - -
0 (@) Vv=Rw €y
- - do » vz, av -
a=—-Rwe,+R—ey=——e,+—¢€
© @& + at 9 PR
=  Mouvement a force centrale (Centre de force coincidant avec le centre du repére)
Don’t .,
& FORGET 2 oM
L -y o Forcecentrale: f(M) = f(M)O—M
o . . s 7 Ty b 2N =2 - -
o Momentcinétique: Ly, = OM AV(M) = mr?6 e, = L,e, = Cste
= Mouvement plan : utilisation du repere polaire.

. 2 It
Constante des aires : C = 120 = ;" = (Cste

as _1(a0) _c

o Vitesse aréolaire : 1, = 5= Cste

at 2 adt
y
A
€9 -
rd6 »€r
T, . 4
0
<
» X
(0]
o Formules de Binet :
du - = d?u = 1
v = —Cgé’r+Cuee et d= —CZuZ(W+u)er avecu = -
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4. Repeéere sphérique

Avancement élémentaire :

Volume élémentaire :

Relations de passage :

= Vecteur position :
- d
= Vecteur vitesse : V=—
dt
e - dV
»  Vecteur accélération*: a =7
t

r= OM: I”er FODF?EET!
= =N
— CIRC)

=re, +rbe,+r.sin@).pe,

(=76 —r.sin® 0.5 Je,

! dt (rzé)— r.sinf.cos 0.9 e,

—_—

7

1 d({, ., ., .\
—\r".sin” 0.
rsing dt 4 o)e,

dr=dre, +r.d0.e, +r.sin(@)dpe,

dr =r’>.sinf.dr.df.dep do

r=yx’+y +z2°

tangz):l

X

X = r.sin 6.cos @
y=rsinf.sing et

X =r.cos @
%

€080 = —————
N+ +z

Représentation :

| ]

dr = MM’
€y
e,
V4
€y
>y

4 ’accélération en coordonnées sphériques

n’est pas exigible.
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5. Coordonnées géographiques :

¢ = Longitude
A = Latitude z Meéridien
0= Co-latitude
&, : Verticale ascendante Nord
€y : Direction sud/nord e,
ey : Direction ouest/est M Paralléle
-~/ \; ¢
7 eg
Equateur G ] y
FomaLT: — T
e ¢
®®
X
Sud
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XVI. Surfaces et Volumes (¥ ¥)

1. Grandeurs usuelles.

Périmétre d’un cercle de rayon a L=2m
Hauteur d’un triangle base-hauteur
2
Disque de rayon a S = ma?
Surface d’une sphére de rayon a S = 4ma?
Surface d’un cylindre de rayon a et de hauteur H S = 2maH
Volume d’une sphére de rayon a V= . -
Volume d’un cylindre de rayon a et de hauteur H V = na’H
2. Surfaces et volumes élémentaires.
Surface élémentaire a la surface dS =r.df.dz
d’un cylindre de rayon r
Surface ¢lémentaire a la surface dS = r?-sinf-dod¢
d’une sphére de rayon r
dr
Surface d u’n anneau de rayon r dS = 2 m-dr
et d’épaisseur dr
\’lrolu'me d’un tube’: ,de rayonr, AV = 27r-dr-H
d’épaisseur H et d’épaisseur dr
dr
Volume d’une coquille
sphérique de rayon 7 et dV = 4zr?dr
d’épaisseur dr
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XVII. Coniques (**)

Une conique est une courbe dans le plan (Oxy) ayant pour équation cartésienne P(x,y) = 0 ou P(x,y) est un
polynéme du second degré en x et en y.

Dans les trois premiers paragraphes, on considere que le repére choisi est tel que les axes de la conique
coincident avec les axes du repére et que le centre de la conique coincide avec le centre du repeére.

1. Ellipses

2 2
Xy

»  Equation réduite: |—5 t—5 =1

b2
> aetb(aveca > b > 0) sont les demi grand axe et demi petit axe. Les foyers sont alors sur Ox
> c¢=4/a’* —b? estladistance du centre aux foyers ou distance focale de I'ellipse.

c
» e =— estl'excentricité : €<1 = b =a+l-e?
a

OA = BF=BF = 0A’ = BFF=BF=a
OB =0B'=0b
OF =0F = ¢
e = c/a = AFJAH = OF/0A = OF JOA’

Les éléments de I'ellipse sont précisés ci-dessous :

. — MF
=  Equation par foyer F et directrice D: —— =¢ ete<l
MD

4

=  Equation en coordonnées polaires p=—-——
1+ e.cos(9)

un des foyers F étant a I'origine.
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» p est le parametre de l'ellipse, distance du foyer a la directrice correspondante, e est
I'excentricité

> l'axe focal est Ox et c est la distance focale.
» Ontrouve les autres paramétres en écrivant (0) + o(7) = 2a . Ce qui donne :

P_p= P - P¢

I-e 1—e? 1-¢e’

2. Paraboles

e  Equation réduite centrée est y? = 2px avecp > 0 le paramétre
o Oestlesommet et Ox I'axe de symétrie

o l'excentricité € Vaut 1 et 'unique foyer F est 3 la distance P du sommet sur I'axe de symétrie

S$=0

MF
e  Equation par foyer F et directrice D : % = ¢ =] La distance du foyer a la directrice est p.

e Equation en coordonnées polaires  p = P e foyer F étant a |'origine
1—-cos(8)
o p estle paramétre de la parabole, distance du foyer a la directrice
o l'axe de symétrie est Ox et contient le foyer.

3. Hyperboles

2 2
T
e Equation réduite centrée — ——5 = |

2 2
a b
o les foyers sont alors sur Ox
o ¢ =+a’+b? estladistance du centre aux foyers.
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c
o e = —estl'excentricité : @>1 =b=ae’ -1
a
2 2
Xy x yix y x oy
o les asymptotes sont d'équation : S T =T —4 = (=0 =2 =L et
a- b a b b a b
x__2
a b

e  Equation par foyer F et directrice

=e ete>l

e Les éléments de I'hyperbole sont précisés ci-dessous :

E =MF/MH =c/a
C=0F =0B=0F =0P
Pente des asymptotes = +b/a

a=0A=04
b=AB=AB
e Equation en coordonnées polaires:  p = P undes foyers F étant a I'origine :

1—e.cos(0)
o p est le parametre de I'hyperbole, distance du foyer a la directrice correspondante, e est
I'excentricité
o l'axe focal est Ox.

p b=

" Lesautres paramétres ont pour expression : ¢ = — 3
e —1 er —1 e —1
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4. ldentification d'une conique.

On part d'un polynédme non nul du second degré en x et y de la forme : ax? + 2byx + cy?+dx+ey+f =0

a) Casouiln'yapasdetermesenxy:ax*+cy>’+dx+tey+f=0

» Les axes de la conique coincident alors avec les axes du repére, mais le centre de la conique ne
coincide pas avec le centre du repére.

> Le principe est d’ « entrer » les termes en x et en y dans des carrés® :

2 2 2

ax2+cy2+dx+ey+f=a<x+i) +c(y+i)2+f—(i) —(i) =0
2a 2c 2a 2c

d .
» Onposealors x' = x + 2 et y' =y +2% et I'on obtient :

d\? e\2
2 2 (2N (2 =
ax"“+cy“+f <2a) (ZC) 0

= On se ramene ensuite a une des formes canoniques décrites précédemment.
= On trouve des paraboles, hyperboles et ellipses (ou cercles)

b) Casouilyadestermesenxy.

» Dans le cas général ol les coefficients b,d et e sont non nuls, les axes de la conique ne
coincident pas avec les axes du repére et le centre de la conique ne coincide pas avec le centre
du repere.

» Ce dernier cas ayant été étudié précédemment, on va se restreindre au cas ou seul b est non
nul : par translation du repére on pourra ensuite centrer le repére sur le centre de la conique.

=> On part donc de 'équation : ax? + 2byx + cy?+ f =0

> Les cas ol a et ¢ sont nuls ne sont pas étudiés ici.
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» On effectue le changement de repére suivant :
x =x'cos@—y'sin0
y = x'sinf+ y'cos6
= Cela revient a faire une rotation du repére d’un angle 6
= En remplagant x et y dans I’équation de la conique, on obtient :

x'%(a cos? 0+ b sin20+ c sin®6) + y'?(a sin? 0 — bsin260+ c-cos?6)
+x'y'((c — a)sin20+ 2bcos26) + f =0

= En annulant le terme en xy, on obtient la relation : (c — a)sin20+ 2bcos26= 0
» Sia=c,alors 8= if Vb et:
x?(athb)+y?(@Fb)+f=0
i 2b
> Sia#calorstan20=-—et:
x"?(a cos? 0+ b sin20+ c sin?6) + y'?(a sin? O— bsin20+ ccos?O) + f =0

» Dans les deux cas, il n'y a donc plus de termes en xy dans ce repere. On est ramené au cas
précédent.

c) Ellipse définie a partir d’'un systéeme d’équations paramétrées.

En physique, on travaille souvent avec les équations paramétrées des ellipses de la forme :

{ S, (t) = Acosat

sy(t) = Bcos(wt + ¢)
= A partir de I'étude précédente, on peut déterminer les expressions des coefficients a, b, ¢ et fde I'ellipse
correspondante :

s ()

s, (t) = Acosat cosat = A

{sy(t) = Bcos(wt + ¢) = Bcosmtcosp— Bsina)tsin¢: ot — sx(®)  s,(0)
st = Atang Bsing

_ (5x(® 2 sx()  sy(®) 2 [ sx(® 2 sy(t) 2 __2cosg
=1= ( A ) + (Atanqﬁ Bsim/ﬁ) - (Asin¢) + (Bsin¢) ABsin2¢Sx(t)Sy(t)

= On a bien une équation de la forme : as, () + 2bs,, (t)s,(t) + cs,(t)*+ f =0
D'ou :

_ 1 2 o 1 2 5. _ _cosg _
a= (Asin2¢) €= (Bsin2¢) ib= ABsin2¢aveCf =-1

Résultat important :

s, (t) = Acosat

sy (t) = Acos(wt + ¢) g

> Siles équations paramétrées de I’ellipse sont de la forme : {

I'angle & vaut + fquelque soit la valeur de ¢.

» SiA =+ Balors: tan(26) = Bzicosqﬁ

2_42
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XVIIl.Opérateurs différentiels.

1. Champs scalaires et champs de vecteurs.

a) Champs scalaires.

Dans I'espace, un champ scalaire, dépendant éventuellement du temps, désigne une simple fonction réelle des
trois variables de I'espace - x,y,z — en coordonnées cartésiennes; —1, 6, § — en coordonnées sphériques et
-1, 6,z — en coordonnées cylindriques et éventuellement du temps.

Exemples : La température, la pression, la masse volumique, I’énergie...

b) Champs de vecteurs.

Un champ de vecteurs est la combinaison de trois champs scalaires : un pour chaque composante du vecteur.

Ainsi, si A(x,y,z,t) est un champ de vecteur de I'espace dépendant du temps alors on lui associe :

(Ax (x,y,z,t), Ay (x,y,z,t), A, (x,y,z,t))

Exemples : Les vecteurs vitesses, le champ électrique, le champ magnétique, un champ de force...

2. Opération sur les champs de vecteurs.

Pour caractériser un champ de vecteurs, on peut calculer deux quantités importantes : le flux et la circulation.

a) Flux d’un champ de vecteurs.

i. Flux a travers une surface élémentaire.

On définit le flux élémentaire d’un vecteur A(x,y,z,t) a travers une surface élémentaire et orientée dS

placée au point M par: d¢ = Z(M)ZS:

— .

A ¢ FORGET!
- OO
dsS

Schéma 1 : Flux élémentaire a travers une surface

if. Flux a travers une surface quelconque.

Schéma 2 : Flux _a travers une surface S

LYCEE JOFFRE Page 58 sur 75 COURS DE SCIENCES PHYSIQUES




pC* ANNEE SCOLAIRE 2017/2018
Compléments mathématiques pour la physique

Pour une surface finie, le flux se définit comme : ¢ = _U A(P)-dS(P)

Pe Surface

Notons que le calcul d’un flux a travers une surface nécessite que I'on ait orienté cette surface.

iii. Flux a travers une surface fermée.

Si la surface est fermée, par convention on calculera le flux sortant (surface orientée vers I'extérieure).

b) Circulation d’'un champ de vecteurs.

i. Circulation sur un contour élémentaire.

La circulation élémentaire d’un vecteur A(x, y,z,t) sur un contour élémentaire dl orienté et placé en M est

définit comme étant : dI = Z(M)d_i

d—i(M ) FODRDEETI
04 PN
A(M) )

Schéma 3 : Circulation élémentaire sur un contour.

ii. Circulation sur un contour quelconque.

Pour un contour quelconque, la circulation sur ce contour est donnée par: I' = IA(P).dlp

Pecontour

Schéma 4 : Circulation élémentaire sur un contour guelconque.

L’orientation de ce contour est totalement arbitraire, notamment dans le cas d’un contour fermé.

3. Opérateurs différentiels.

a) Gradient.

Le gradient est une grandeur vectorielle qui indique comment une grandeur physique varie en fonction de ses

différents parametres.

i. Définition mathématique

Si f est une fonction de R® dans R différentiable au point 7 , on appelle gradient de f, le vecteur :
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of
ox
af
oy
o
0z

gradf=§f=

avec: df :f(;+d;)—

£() = grad (f).dr FndEn
® @

Il est fréquent en mathématiques d'appeler une telle fonction un champ scalaire, le gradient devenant un champ

de vecteur.

ii. Expressions dans différents systémes de coordonnées

af
ox
o

= Coordonnées cartésiennes : gradf =V f =

=  Coordonnées cylindriques : grad f =V f =

= Coordonnées sphériques : grad f =§f =

Don’t
L FORGET!
o <\

O

b) Divergence®.
La divergence d’un vecteur est un champ scalaire donné par :

A 6A A
. En coordonnées cartésiennes : div(A)z a@ X “\ %FORGET-
X
] En coordonnées cylindriques : div(Z)z l O(VA ) l 8A9 4e 04 =
r or r 060 oz
-\ 1ol 1 ind.4 1 o4
. En coordonnées sphériques : div(A)z — a(r A7) +— a(smﬁ 5’) e ¢
r- or rsind 06 rsin@ O¢

6 Seule la divergence en coordonnées cartésiennes est exigible.
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-

.| er .| ér
On notera que, en coordonnées cylindriques, div — | =0 et en coordonnées sphériques : di = |= 0
r r
c) Rotationnel’.
Le rotationnel d’un vecteur est un champ de vecteurs définit par :
GAZ aAy Don’t
= FORGET!
oy 0Oz A
CIRC)
) - —(= 0A. 0A
=  Encoordonnées cartésiennes : rof\A )= L —Z
0z Ox
aAy ) an '\
ox Oy
104, 04,
r o0 oz
T 04, 0A.
*  En coordonnées cylindriques : 70t|A|= —E=——=%
oz oOr
A, 04, 104
_+____r
r or r o6
1 (0sin6.4, o4,
rsind 00 o¢p
—(~ 1({ 1 04 ord
=  En coordonnées sphériques : I”Ot(A)= —| — 4 - ¢
r\sin@ o¢p  or
1(ord, o4,
r\_or 060
—| €9 =
On notera notamment que, en coordonnées cylindriques, Y0l — =0 et en coordonnées sphériques :
r
— e -
ro ,¢ =0
rsinf .
Don’t
& FORGET!
d) Opérateur Laplacien. -
i.  Laplacien d’'un champ scalaire® :
0’4 0’4 0’4
*  En coordonnées cartésiennes : A(A)= —t+t—F t—
o’ o 6z

7 Seul le rotationnel en coordonnées cartésiennes est exigible.
8 Seul le Laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes est exigible.
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.04
1 5 (r A) . ! 6[sm H.aej

5 0A
yr—
. d , lindri . —— _
n cooraonnees cylindriques p a}" }"2 802 622

1 0*4

AlA4
( ) r r*sin@ o6

or*

En coordonnées sphériques :

+
r’sin* @ 0¢’

ii. Laplacien d’un champ de vecteur.

A4

X Don’t
—[— FORGET!
, - _ e
= cordonnées cartésiennes : A(A)— A4, <  AL
AA,
A 2 0Ag
A, =22 B0
. T rz2  r2 90
= Coordonnées cylindriques : AA = | g4 Ao _ 2 9Ar
O r2 12 99
AA,
2 1 9 ) 1 3Ag)
A4, — 5 (AT i sin&&H(Ue sind) + sing 20
. 2.4 =2 2 (0A Ag cosf 0A
= Coordonnées sphériques : 44 = AAg_r_Z(a_er_m_ma_;)
2 (GAT EIR7Y) Ay )
¢ 12sin20\ 3¢ ' tand 04 2sin2@

iif. D’Alembertien d’un champ scalaire :

Dans l'espace quadri-dimensionnel de type espace-temps, on peut étendre le Laplacien a la quatrieme

1 0°4
dimension : [L1(A4)=AlA4)————.
(=412
iv.  Exemples simples de Laplacien :
0A
1 d 7"87
/s
=  En coordonnées cylindriques : A(A(I”)) =——
ro o dr
2
*  Encoordonnées sphériques : A(A(r))= de’;_A)
r r

4. Opération sur les opérateurs :

a) Compositions des opérateurs.

Il est possible de combiner ces opérateurs, on a alors :
= ot (grad (A))z 0

e divlror(d))=0

LYCEE JOFFRE Page 62 sur 75

COURS DE SCIENCES PHYSIQUES




pC* ANNEE SCOLAIRE 2017/2018
Compléments mathématiques pour la physique

o roiloi(d)=-ali)s adlan(i)

b) Développement dans les opérateurs différentiels.

Si I'on considere E et V deux champs scalaires et A un champ de vecteur, on a les relations suivantes :

»  grad (EV )= Egrad (V)+V grad (E)

. E(EZ)z E@(Z)+ grad(E)/\;i
. div(EZ)z Ediv(2)+ grad (E)Z
Notons que ces relations se démontrent trés facilement en utilisant I'opérateur Nabla V

c) Opérateur Nabla.

L’opérateur Nabla est définit par : 6() = grad ()

8 Don’t
—_— & FORGET!
ox <A
— 0 0@
En coordonnées cartésiennes, onadonc: V = 5
0
Oz
On a alors les relations :
grad (A) = V(A)
= — goa’t_r
i = FORGET!
div(A)=V.4 b
IR

rot(A)=V A A

A(4) =V (4)

Ces relations ne sont valables au sens strict qu’en coordonnées cartésiennes ol I'opérateur nabla est
parfaitement défini. Dans les autres systemes de coordonnées, on l'utilise cependant de maniere symbolique

notamment pour déterminer les compositions des opérateurs et les développements dans les opérateurs

différentiels.

Exemples : Et.(gmd(/l))= VA 6(/1): 0

0

rotlrotd)) =V A(V A 4)= V(v

{

= rot(rot(d)) = —A(4)+ grad (aiv(d))
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5. Théoremes d’Ostrogradski, de Stokes et du gradient.

a) Théoréme d’Ostrogradski.

Le théoreme d’Ostrogradski permet de relier le flux d’'un champ a sa divergence.
Pour un champ A, le flux sortant de A a travers une surface fermée quelconque est égale a la somme sur

I’espace délimité par cette surface ( volume) de la divergence de A.

fae)as, = [ divilas,

Pesurface Mevolume M

Don’t
FORGET!

S
00

N—r’

Dans le volume V

Sur la surface
fermée (S)

Schéma 5 : Théoreme d’Ostrogradski

b) Théoréme de Stockes

Le théoréeme de Stockes permet de relier la circulation d’un vecteur a son rotationnel.
Pour un champ A, la circulation de A sur un contour fermé ( et orienté) quelconque est égale au flux de

rotationnel de A a travers n’importe qu’elle surface s’appuyant sur le contour (I’orientation de la surface étant

induite par I'orientation du contour) :

A(P)
Sur le contour
fermé (C)

Sur la
surface (S)

Schéma 6 : Théoreme de Stokes
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Don’t
FORGET!

£

pardic = [ ror(4)ds

Pe Contour M eSurface M

N’

c) Théoréme du gradient.(**)

Le théoreme du gradient s"énonce comme suit :

Pour un champ scalaire Aon a: §A(P)°32P = jj 'ZgM A g}"ad(A)
M

Pe Contour MeSurface

AP
Sur le contour
fermé (C)

Sur la

(Q)
surface (S)

Schéma 6 : Théoreme de Stokes
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XIX. Angle solide.(**)

1. Définition
Soit une surface (S) ouverte s’appuyant sur un contour fermé (C) ; soit la sphere (S’) de centre O, de rayon R;

Soit le cone de sommet 0 s’appuyant sur (C). Alors ce cdne coupe la sphére (S’) selon la surface (Z) :

Alors, par définition :

>
Q = angle solide sous lequel on voit (S) depuis O = F (unités : stéradian)

2. Propriétés.
Propriétés 1 : Q) est indépendante de R
oz X
"R

Propriétés 2 :
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2 surfaces S et S’ s’appuyant sur un méme contour ont méme angle solide (elles sont vues sous le méme angle

solide)

3. Exemples:

a) Angle solide correspondant a I’espace entier
X =47R> =0 = 4x

b) Angle solide d’un triédre d’angle O :

c) Angle solide d’un triédre orthonormé :

Q= 7/2

-

D) Angle solide d’un céne de révolution de demi-angle au sommet a :

Q=27(1—-cosa)

Démonstration :

R.dO

R.sin(0)

dx

QO dX =élément de surface vu entre les cOnes de sommet O et de demi angles au sommet 6 et 6+d0 sur la

sphere (S').
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=dX = 2z Rsin(6).Rd6.

Q dQ =Angle solide compris entre les cones de sommet O et de demi angles au sommet 6 et 6+d6.

dZ _ 27R*sin(0)

:>dQ=R2 e

dO = dQ = 2zsin (0).d0

O Q =anglesolide du cone de sommet O et de demi angle au sommet

=Q= [dQ :T27z’sin(9)d9 = 27(1 — cosa@) = 2 = 2z(1 — cosa)
0

e) Angle solide s’appuyant sur une surface élémentaire :

&

2
r

dQ

Démonstration :

Soit un point M de I'espace situé a la distance r d’un point O.

Soit la surface dS centrée en M. On note dS = dSn le vecteur surface correspondant.

Soit d2I'angle solide élémentaire correspondant a I'espace compris dans le cone se sommet O et s’appuyant sur

ds.

_d¥ _dS.cosf _ ds u

2 2 2
r r r

= Onaalors: dQ)
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1. UNITES FONDAMENTALES :

XX. Systéme d’unités internationales (¥ ¥)

Don’t
L FORGET!
Sy

Dimension Unité Symbole | Définition
\ Longueur parcourue dans le vide par la lumiere pendant une
Longueur L metre M durée de 1/299792458 de seconde.
. Masse du prototype, en platine iridié, du kilogramme, déposé au
Masse M kilogramme Kg up P plati & P
bureau international des poids et mesures.
Durée de 9192631770 périodes de la radiation correspondant a
Temps T seconde S la transition entre les 2 niveaux hyperfins de I'état fondamental
du Césium 133.
Intensité du courant électrique constant qui, maintenu dans 2
conducteurs paralléles rectilignes, de longueur infinie, de
Intensité ampeére A section circulaire négligeable, et placés a une distance de 1m
I'un de I'autre dans le vide produirait entre les deux conducteurs
une force de 2.107N par métre de longueur.
, . Unité de température égale a 1/273,16 de la température
Température 0 kelvin K .p .g . / , P
thermodynamique du point triple de I'eau.
Intensité lumineuse dans une direction donnée d’une source qui
Intensité J candela cd émet un rayonnement monochromatique de fréquence
lumineuse 540.10%2hertz et dont lintensité énergétique dans cette
direction est 1/683 watt par stéradian.
s Quantité de matiére d’un systeme contenant autant d’entités
Quantité de L1 ) . ) .
" N mole Mol élémentaires qu’il y a d’atomes dans 0,012 kilogramme de
matiere
carbone 12.

Les 3 unités de longueur, de masse, de temps : métre, kilogramme, seconde constituent le systéme MKS. Si I'on
ajoute ’Ampére, on obtient le systéme MKSA. L’ensemble des 7 unités constitue le systeme Sl.

2. UNITES SUPPLEMENTAIRES :

Angle plan compris entre deux rayons qui interceptent sur un
cercle un arc de longueur égale a celle du rayon.
R
Angle plat Radian Rad N
1rad
Angle solide qui ayant son sommet au centre d’une sphere
découpe sur la surface de cette sphére une aire égale a celle
d’un carré ayant pour coté le rayon de la sphére.
Angle solide Stéradian Sr
z
Q= F =1 Sr
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3. MULTIPLES ET SOUS-MULTIPLES :

Multiples Sous-multiples
Facteur | Préfixe | Symbole | Facteur | Préfixe | Symbole
10%  |exa |E 101 |déci  |d ¢, FORGET)
10%° peta |P 102 centi |c ; :
102 |téra |T 103 |milli  |m |
10° giga G 10°® micro | p
10° méga | M 10° nano |n
103 kilo k 1012 pico |p
10? hecto |h 10 femto |f
10 déca |da 1018 atto |a
4. CONSTANTES FONDAMENTALES :
NOMS Symbole Relation Valeur Valeur approchée
(Connaitre I'ordre de
grandeur)
Perméabilité du vide “, Ho 41tx107 H.m? 41tx107 H.m
= 471077
Vitesse de la lumiére c 299 792 458 m.s?! 3 x10® m.s?
Permittivité du vide & 1 8,854 187 82 x10 2 F.m 8,85 x102F.m™
& = > |1
HoC
Constante de Planck h 6,626 176x103 J.s 6,63 x 103 ).s
. ho=o |1,054588 7x10% J.s 1,06 x 10% J.
Constante d’Avogadro Ny 6,022 045x10% mol? 6,02 x 10% mol*
Unité de masse atomique u 1,660 565 5 x10%kg 1,66 x 10% kg
Masse de I’électron m, 0,910 953 4 x103%g 9,1 x103'kg
Masse du proton my, 1,672 648 5 x10%kg 1,67 x10%" kg
Masse du neutron my, 1,674 954 3 x10%kg 1,67 x10% kg
Charge élémentaire e 1,602 189 2 x10°C 1,6 x10°C
Constante de Faraday F F = Nye |9,648456 x10*C.mol* 9,6x10* C.mol™
Constante de gravitation G 6,6720 x101IN.m? kg2 6,67 x10!N.m?%.kg?
Constante molaire des R PV = nRT |8,31441J.mol*.K* 8,31 J.mol.K?
gaz
Volume molaire normal Vn v = RT, 10,02241383m3 22,41 litres
m PO
Constante de Boltzmann k k=R/N, [1,380662 x10%).K 1,38 x103).K*
Magnéton de Bohr My = 2:31 9,2741 x1024). T 9,27 x10%4). T
5. ALPHABET GREC:
Alpha |Béta |[Gamma |Delta |Epsilon |Zé&ta |Eta Théta |lota Kappa |Lambda | Mu
A o B, |I,v Ad |E e ZC H,n ®,0 1 K, k A\ M, 1
Nu Xi Omicron | Pi Rho Sigma |Tau |Upsilon |Phi Khi Psi Oméga
N,v |EE |00 I, P, p 2, c Tt Y,V D,0,¢ |X,x |Y,v|Q o
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XXIl. Quelques ordres de grandeurs.(**)

1. Ordre de grandeur a connaitre et/ou a savoir retrouver.

a) AR
Hauteur de 1’atmosphére 100 km
Masse molaire de ’air M = 29g.mol™?!
Masse volumique de I’air p=12kg.m>3

Coefficient y de I’air

GP diatomique = 1,4

Pression atmosphérique au sol

latm ou 1Bar

Densité particulaire

P
. ~2,5.10%m"3
kT m

Vitesse quadratique moyenne

3RT 1
Vg = T ~ 500m.s

- — - 1
Section efficace de collision et libre parcourt moyen o= (2r)? ~ 10-19m? et | = ~ 0,2um
\V2no
Temps moyen entre deux chocs =~ 05ns
q
Compressibilité de I’air (sous 1 bar) X = 107° Pa™!
57 \ . \ o RT
Hauteur d’échelle (atmosphere isotherme a 20°C) H="C <86km
Mg
Gradient de température troposphére a=~—6,5°C.km™!
Coefficient de diffusion thermique de I’air D ~ 2,510 5m?2.s71
b) Laterre et I’'espace
Champ de pesanteur terrestre g=~98lm.s?
Rayon de la terre Ry = 6400 km
Masse de la terre R2
M, =227« 6.10%kg
- — - - 1
Altitude satellite géostationnaire GM,T?\3
h= yye — R ~ 36.10%km
Vitesse de libération terrestre
2GMy

v =

Champ disruptif de 1’air

Egis ~ 3,6.10V.m"!

Champ magnétique terrestre (composante
horizontale)

B, ~ 2,5.1075T

Masse du soleil

M, ~ 2.103%g

Rayon du soleil R, = 7.10%m
Température a la surface du soleil T, = 5000K
Masse de la lune My

ML =~ H
Distance terre-soleil drs = 150.10%km = 1UA
Vitesse de la terre sur son orbite (dans Ry ) M,

IR

vy ~ 30.10%km.s™!

TS

Distance terre-lune

dr, ~ 380.103km

c) Loptique et les ondes électromagnétiques

Indice du vide

Nyige =1

Indice de ’air

Nair = 1
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Indice d’un verre

Nporre = 1,52 1,6

Indice de I’eau Negy = 1,33
Spectre de la lumiére blanche 400nm < 1 < 800nm
Fréquence du violet A, = 420 nm
Fréquence du bleu Ag = 470 nm
Fréquence du jaune A = 580 nm

Fréquence du rouge

620 nm < Az <800 nm

Doublet jaune du sodium

A, =589,0nmet A, = 589,6 nm

Puissance d’un laser utilisé en optique

=~ mW

Vitesse de la lumiére dans le vide

¢ =310%n.s71

Fréquences des micro-ondes / radar

3GHz < f < 300GHz

Fréquences des ondes radio

150kHz < f < 3GHz

Fréquences des RX, Ry

0,01nm < Agy < 10 nmet Ag, < 0,01 nm

Densité de plasma dans une lampe a décharge

n~10*m=3

Densité de plasma dans I’ionospheére

n~102?m3

Pulsation de plasma dans 1’ionosphére

I
fo = 27 |e;m z
d) Leson
Vitesse du son dans I’air e " B
c= T m.s
- ; 1
Vitesse du son dans I’eau c= ~ 1400m. s-1

VPoZo

Vitesse du son dans les solides

E
c= [—=~5000m.s7t
P

Fréquence d’un diapason (La)

440Hz

Limites de 1’oreille humaine

0 < Iz < 120 dB et 20Hz < f < 20000 Hz

e) L’électronique au labo

Conductivité électrique du cuivre y=6.10"S.m™?
Densité d’électrons libres dans le cuivre n=10%.m™3
Temps moyen entre deux chocs r~ 107 s
Epaisseur de peau du cuivre (50Hz et 50 MHz) 2
o= ~1cma50Hz et 10uma50MHz
Ko Wy

Fréquences utilisées en TP d’électronique

f = kHz

Inductances utilisées en TP d’¢électronique

qq dizaines de mH

Capacités utilisées en TP d’¢électronique

qq centaines de uF

Tension seuil d’une diode (silicium) V.=06V
Gain statique d’un AO u, = 10°

Fréquence de coupure d’un AO fo=10Hz
Tension de saturation en sortie d’un AO Vear = 12V

Intensité de saturation en sortie d’un AO

it = 25mA

Slew rate

o~ 10%V.s71

f) Physique atomique

Masse d’un électron

me = 9,1.1073 kg

Masse d’un nucléon

m=1,7.10"%kg

Charge élémentaire

e =19.10"19C

Dimensions du noyau

1fm=10""m
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| Dimensions d’un atome

14° =107

g) Leau

Masse molaire de I’eau

M, = 18g.mol™t

Masse volumique de 1’eau (liquide)

p,=10%kg.m™3

Masse volumique de la glace

Py~ 0,9.103kg.m™3

Point triple de I’eau

Pr = 610 Paet Ty = 273,16 K

Point critique de 1’eau

P, = 220 Bar et T, = 370 K

Chaleur latente de vaporisation de I’eau a 100°C

L, = 2260k].kg™!

Chaleur latente de fusion de la glace a 0°C

L =334 k].kg™"

Chaleur massique de I’eau liquide

c, =4,18kJ.kg t. K™

Conductivité thermique de ’eau

Ae=06W.m LK !

Coefficient de diffusion thermique de I’eau

D, =1,410""m?.s7!

Conductivité électrique de 1’eau

y,=5.10738.m™*

Compressibilité de I’eau (sous 1 bar)

2, = 107°Pa"!

Augmentation de pression dans 1’eau

~ 1Bar tous les 10 m

h) Plus difficile...

Masse de I’atmosphére.

Charge maximale d’un barreau de plexiglas chargé
par électrisation.

Moment magnétique d’une boussole.

Pression partielle de I’eau dans un air a 80%
d’humidité.

Force a exercer pour séparer les hémisphéres de
Magdebourg.

Rayon que devrait avoir la terre pour devenir un trou
noir.
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2. Spectre électromagnétique.

e

Radioactivité y Médecine nucléaire Bombes nucléaires

Pulsars : émission radio, y et X A A ‘

Fréquence (Hz)
A

R
RAYONS GAMMA A
Photosynthése PUIS,arS .y o
Radioactivité naturelle N )
Bombes A et H N Radi hi
Réactions nucléaires “F;I a, IQgrap 1€
Médecine nucléaire E médicale
S 102 m 3.10% Hz "
Lampes UV
RAYONS X s
Irradiation des aliments |
Pulsars o
Radiologie ':' Télécommandes :
—— 10°m 3.10Y7 Hz s 1,3 pm et 1,55 pm
ULTRAVIOLETS
5-6 GHz WIFI 2 UVA : 850 a 950 THz Y

L]

2,4-2,5GHz WIFI 1 UVB : 950 a 1070 THz

UVC: 1070 a 30000 THz

107 m 3000THz S
o m——ViSBIE | ‘ o
300 THz .
Télécor:ml:"rml:alr"ﬁgs.oUGE /Caméra thermique :

Détecteurs de mouvement A~ 10 um

Chauffage

2,5GHz: Eur a micro-

ondes Caméra thermique .
! Spectroscopie infrarouge... M
103 m X 300GHz I
Radio amateur, c
102 m |..radioastronomie...(EHF) 30GHz R
Télécommunication par i o B
10t m | satellite ; radars... (SHF) 3GHz o Spectre IR de la
Téléphonie mobile, N cométe de Halley
1 m|..GPS, Wifi... (UHF) 300MHz N
E N
Bande FM (VHF) s o
10'm 30MHz N
Ondes courtes (HF) : Radio AM \
102m 3MHz !
Ondes moyennes (MF) : Radio AM Ic\l) :
103 m 300kHz .
! Radars routiers
Ondes longues (LF) s
— 10*m 30kHz
800 MHz - 1,8 GHz: ELF, SLF, ULF, VLF
Téléphone portable
v

\ 4

d Longueur d’onde (m) /

Satellite de
communication
(TV, radio, téléphone)

Radios AM et FM SPECTRE ELECTROMAGNETIQUE

50 MHz — 800 MHz :
Télévision Hertzienne,
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Annexe 1

VERIFICATION D’UNE LOI PHYSIQUE
AJUSTEMENT DE DONNEES EXPERIMENTALES PAR UNE FONCTION

On cherche souvent a vérifier une loi physique reliant deux grandeurs distinctes.
Ainsi, dans une expérience sur les semiconducteurs, on est amené a vérifier que la tension

de Hall V, aux bornes d’un échantillon semiconducteur est reliée de maniére linéaire au
champ magnétique B par V, = (I / qbnp)B ou / est le courant qui traverse 1’échantillon, g
la charge d’un porteur, b I’épaisseur dans la direction de B et n, est le nombre de porteurs
par unité de volume du semiconducteur. En mesurant V, pour différentes valeurs de B a
I fixé, on souhaite d’une part vérifier expérimentalement que la relation liant V,, a B est
lin€aire et d’autre part déterminer la valeur de n,. Plus généralement, on cherche a véri-
fier que deux grandeurs x et y sont reliées par une loi du type y = f(x) ou f est une fonc-
tion dépendant d’un certain nombre de parametres. On mesure une série de n valeurs x,,

X,,...x, etles valeurs correspondantes y,, y,, ..., y,. L’objet des paragraphes suivants

est de montrer comment on détermine les meilleures valeurs des paramétres de la fonc-
tion f a partir de ces mesures, d’abord dans le cas linéaire puis dans le cas général. On
présente également des outils qui permettent d’estimer dans quelle mesure la fonction f
ainsi déterminée s’ajuste aux données expérimentales.

3.1. Régression linéaire

Dans de nombreux cas, on cherche a savoir dans quelle mesure des données expé-

rimentales s’accordent avec une loi linéaire ' du type y = a + bx. On cherche également
une estimation des parametres a et b et on souhaite connaitre la précision de cette esti-
mation. On supposera ici que les incertitudes sur x sont négligeables devant celles sur y
(on peut trés souvent se ramener a cette situation, car il est tres fréquent que les incerti-
tudes relatives sur une variable soient beaucoup plus faibles que les incertitudes relatives
sur I’autre). On dispose donc d’un tableau de n mesures (xl, yl), (xz, yz), ey (xn, yn) et
éventuellement pour chacune de ces mesures, de 1’incertitude associée a la mesure de y

(on note alors o;" I'incertitude-type sur y,). On commence par représenter graphique-

i

(15) Le cas d’une loi du type y = bx n’est pas détaillé ici car la démarche est exactement la méme. Les deux
types d’ajustement linéaire sont proposés par tous les programmes de traitement de données.
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ment les différents couples de points. A titre d’exemple, on a représenté sur la figure 3a

les données du tableau 3 (ici n = 12).

0 2 4 6 8 10
14,79 33,52 36,50 51,88 63,11 66,94
12 14 16 18 20 22
74,58 9246 89,50 109.29 117 40 118,37

Tableau 3 : Données utilisées pour les exemples de régression linéaire.

Figure 3 : Régression linéaire :

exemples.
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On appelle ensuite le programme de modélisation mathématiques (ou fit"®) du logi-

ciel utilisé ”. Celui-ci trace la meilleure droite passant par les points en utilisant les résul-
tats du paragraphe suivant.

3.1.1. Meilleure estimation des paramétres a et b

Deux cas différents se présentent :

a. Cas ou toutes les mesures de y ont la méme incertitude-type )"
C’est en particulier ce qui est supposé implicitement si on n’a pas précisé les incerti-
tudes-types ©;". La méthode utilisée, appelée méthode des moindres carrés, consiste

a chercher les valeurs de a et b qui rendent minimum :
(v, - (a+bx )]
2. (= (a+bx))

Cette minimisation conduit directement a :

a= 27:1 xlz 27:1 Vi _AZ?:I Xi Z?:l XY (1)

n n n
n Z[:I XY= Z[*l X; z:/:1 Vi

b= A (@)

n n 2
ou A=n2xf—<2x[>

i=1 i=1
Note : Ces formules ne sont bien entendues applicables que pour n>2. D’ailleurs,
pour n=1 elles donnent des formes indéterminées pour a et b.

La figure 3b (cf. page précédente) montre les résultats obtenus pour les données du
tableau 3 sans avoir précisé les incertitudes sur y. Les figures 3c, 3d et 3e présentent
les mémes données avec des incertitudes-types respectives ©;"=1, o;"=35 et

y =

0,7 =20. On peut vérifier sur ces quatre figures que les valeurs de a et b obtenues

sont identiques (et donc indépendantes de I'incertitude o).

b. Cas ou toutes les mesures de y ont des incertitudes-types différentes
On peut généraliser les résultats ci-dessus au cas ol on précise pour chaque mesure

(16) En anglais, fit = ajuster, mettre a la bonne dimension.
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exp

I’incertitude-type ©;

i

exp
i

. On introduit le poids w,=1/(c;") de la i*™ mesure qui est

d’autant plus grand que cette mesure est précise. En rendant minimum :
w.(y,—(a+bx)Y
>, (3, (a-+ b))

2y n n
wiX; 21‘:1 Wy — Zi:l wiX; 21:1 WX,y
A

s

i=1

On obtient : a=

Zn

n n n
b= i—1 Wi Ez:l WXy — Ez:l WX Z[:I Wy

A

= (3o (B (3w

i=1 i=

La figure 3f présente les résultats obtenus pour les données du tableau 3 avec
6;" = y/10. On constate que les valeurs de a et b sont cette fois-ci différentes de celles
obtenues avec des incertitudes identiques.

Le programme de fit fournit également les valeurs des incertitudes-types G, et ©,

sur a et b. Pour cela, il utilise les résultats du paragraphe suivant.

3.1.2. Incertitudes-types o, et o, sur les paramétres a et b

Pour évaluer o, et G,, on utilise les formules 1 et 2 et les techniques de propaga-
tion des incertitudes indépendantes décrites au paragraphe 2.2.
a. Cas ou toutes les mesures de y ont la méme incertitude
X
. (18) . _ i=1 i _ n N
On obtient alors"”:  ¢,=0, —A ¢ ©0,=0, /K ou :

exp

¢ Si on a fourni I'incertitude-type ©," sur les mesures de y

— O
G,v - Gy

On peut ainsi vérifier sur les figures 3c, 3d et 3e que ©, et G, sont proportion-

a
nelles a 07
¢ Si on n’a pas indiqué d’incertitudes sur les mesures de y
- tat
G, = 61

ol G, est I'estimation statistique décrite ci-dessous de I’incertitude-type sur les

mesures de y.

Comme chaque mesure y, se distribue autour de la valeur vraie a+ bx, avec la
c, )

et ne dépendent que des x,.

(&) o,

a

(18) Remarquer que
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méme incertitude-type G,, les écarts y, — (a + bx,) se distribuent autour de la valeur
nulle avec une incertitude-type G,. De la répartition des points de mesure autour

de la droite d’équation y =a + bx, on peut donc remonter a I’incertitude-type O,
sur les mesures de y. On peut montrer que la meilleure estimation de cette incer-

1 stat 1 C
titude-type est " : o= \/ PR ;(y, —(a+bx,)y

b. Cas ou toutes les mesures de y ont des incertitudes-types différentes
Les incertitudes-types sur a et b sont alors données par :

_ Z:‘:l wixiz t _ Z?:l w;
0, =y A et o=,/ —4

3.1.3. Accord de données expérimentales avec une loi linéaire

A partir de I’exemple présenté ci-dessus, on discute ici qualitativement de 1’accord
entre des données expérimentales (incluant éventuellement leurs incertitudes) et la loi

linéaire du type y =a + bx déterminée dans les paragraphes précédents.

Sur la figure 3d, les incertitudes sont comparables aux écarts a la droite. Les données

et leurs incertitudes sont en bon accord avec une loi linéaire ®”.

Sur la figure 3c, les incertitudes sont en moyenne petites par rapport aux écarts a la
droite. Les données et leurs incertitudes ne peuvent étre modélisées par une loi
linéaire ®V. Soit la loi n’est pas linéaire, soit on a sous-estimé les incertitudes.

Sur la figure 3e, les incertitudes sont grandes par rapport aux écarts a la droite. Les

données et leurs incertitudes peuvent étre modélisées par une loi linéaire. Il est cepen-
dant probable qu’on a surestimé les incertitudes.

Comme on n’a pas précisé les incertitudes, le cas présenté figure 3b ne permet pas
de valider la loi linéaire. Par contre, si on admet cette loi, on a 1’incertitude statistique
sur a et b.

En conclusion : La discussion qualitative ci-dessus suffit bien souvent. Le para-
graphe 3.1.5. propose néanmoins une version quantitative de cette discussion.
3.1.4. Coefficient de corrélation linéaire
Dans tous les cas, le programme de fit donne la valeur du coefficient de corrélation
(19) Voir [1] paragraphe 8.3, p. 174.

(20) Attention, ce n’est pas une preuve de linéarité, c’est juste une compatiblité.

(21) Paradoxament, c’est dans ce cas que les incertitudes sur a et b sont les plus faibles. On ne peut donc pas
tirer de ces incertitudes un critere de validité de la loi.
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linéaire @2
r= Z?:l(xi_fﬂyf_y)
\/27:1 (xi - f)2 I (yi - y)z

ol X et y sont respectivement les moyennes des x, et des y,.

r =0 pour un grand nombre de points répartis au hasard et » =+ 1 pour des points

parfaitement alignés. r est un outil utilisé par les statisticiens qui reflete la tendance a la
linéarité. En pratique, en TP, quand on fait une régression linéaire, on trouve toujours r
tres voisin de 1. Ce n’est pas ici un outil efficace pour discuter de la validité d’une loi
linéaire.

3.1.5. Le x?

On définit le parametre x° par @ :

. (i (a+bx)y
X = T (G?xp)z

Dans le cas ol tous les ©, sont égaux, c’est la somme des carrés des écarts a la
droite divisée par le carré de I’incertitude-type sur y -9,
On définit ensuite le y* réduit :

2
: __X
Xréduil_n_2

n—2 est le nombre de degrés de liberté du probleme, égal au nombre de points mesurés

moins le nombre de paramétres déterminés (ici a et b) *”. Dans le cas ou toutes les incer-
titudes-types sont égales, il est facile d’établir que :

stat \2
2 _ Gy
Xréduil - Gixp

(22) La formule donnée ci-dessous est valable lorsque tous les y ont la méme incertitude.

(25) De maniere générale, les parametres a et b donnés par la méthode des moindres carrés sont ceux qui mini-
misent le x°.

(26) Sur les figures 3c, 3d et 3e, on peut vérifier que le )’ est inversement proportionnel au carré de I’incerti-

tude o;".

(27) Dans le cas d’un ajustement par une loi du type y=bx,ona x’,,=x/(n-1).
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ol 0," est I'incertitude statistique évaluée par le logiciel (cf. 3.1.2.).

Le %’... fournit un bon critére quantitatif pour décider si des données et leurs incer-

titudes s’accordent avec une loi linéaire :

*

2
X
calculée en prenant G

2
réduit

Les données expérimentales sont en bon accord avec une loi linéaire si %, est de

I’ordre de 1. C’est le cas de la figure 3d.

2
réduit

Dans le cas de la figure 3c, ¥, > 1 donc 6, > c,*. La loi n’est pas validée ou G,”

¥y
a été sous-estimé.
Le cas .. <1 correspond a la figure 3e. Les données peuvent étre modélisées par

une loi linéaire. Il est cependant probable qu’on a surestimé les incertitudes.

Remarque : Certains logiciels, comme Igor, renvoient quand méme une valeur de

méme si on ne leur a pas fourni les incertitudes o;" (cf. figure 3b). Cette valeur est

eXp
i

=1. On ne peut alors pas tirer grand-chose du x>, si ce n’est

la valeur de ¢, (on a alors Yt = ((f;m)Z).
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