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1 Electromagnétisme

John David Jackson

Electrodynamique
dassique

Cours et exercices d'éleciromagnétisme
og

DUNOD

Ficure 1 - La bible de 1’électromagnétisme

1.1 Vecteur densité de courant de charges
SVF

Montrer que le vecteur densité de courant de charges, en un point M de 1’espace, vérifie :
- —
J(7.0=p(T.0OV(7.0)

-
Ou p(7, 1) est la charge volumique en un point M du milieu et V (7, ) est la vitesse moyenne des charges
du milieu en M

X On raisonne sur la surface dS représentée figure 2 : le flux du vecteur densité de courant de charge est égal a la charge traversant la
surface dS par unité de temps

©dr = VdtdS cos

FIGURE 2

X La quantité de charge traversant la surface dS pendant dz vérifie donc :
Q=7 -dSdr = pdr = pVdrdS cos6 = (pV)- dSdr

On a donc :

~.|

I
°
<i
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1.2 Equation de conservation de la charge
SVF

Démontrer 1’équation de conservation de la charge

X On considere un volume V macroscopique, comportant une charge Q(¢) a I’instant ¢z, comme représenté figure 3.

~

T P
d
S B,

M )

N | Y,

e

FIGURE 3

o) = f f f (M, Dydry
\%4
Bp)
dO = —_ ded
Q ffj\‘/ ot (t.M) e

X Or, comme la charge se conserve, cette variation de charge est due au flux de charge a travers la surface S :

do - —
— == (P, t)-dSp
dr 9%./( ) F

0, — —
fff p) dTM+566j(P,t)~dSp:()
14 ot M) N

X Soit en utilisant le théoreme d’Ostrogradsky :
0 -
fff(p) +divj(M,t))dTM =0
v Ot )

X Cette relation étant vraie quelques soit dr,,, on obtient I’équation locale de conservation de la charge :

Avec :

X Pendant dz, la charge varie de dQ avec :

X On obtient donc :

(r"p) +div/(M,1)=0
Ot ) ay

1.3 Puissance cédée a la matiere par une OEM
SVF

Montrer que la puissance volumique cédée a la matiere par une OEM vaut :

dP -
— =

dr

-

X Soit un milieu matériel, comprenant n porteurs de charges par unité de volume (dont n,, porteurs de charge mobiles), de charge ¢,
placé dans un champ électromagnétique. Dans le référentiel R du milieu la force de Lorentz s’exercant sur un porteur de charge ¢, en
M aTinstant ¢ s’exprime comme suit :

FM.1) = q(ExM.0) + V(M. 1) A Ba(M. 1))

— —
Ou Eg(M,t) et Bgr(M, 1) sont respectivement le champ électrique et le champ magnétique existant au niveau de la charge g dans le
référentiel R a I’instant 7.
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X Dans I’approximation des milieux continus, on décompose le milieu en volumes mésoscopiques. Soit dry, le volume élémentaire
., 37 . N ~ )y
centré en M et soit V(M,t) la vitesse moyenne des porteurs de charge dans ce volume d7,, a I'instant ¢, alors la force exercée sur ce
volume élémentaire centré en M vaut :

dF(M. 1) = q(Er(M.1) + V(M. 1) A Br(M. 1)) X n(M, 1)d7y

Avec :
dQ = pdr = ngdr

X La puissance de cette force, sachant que seuls les porteurs mobiles sont concernés, vaut :

dP(M, 1) = q| Ex(M.1) - VR(M.1) + V(M.0) A Br(M. 1) - VR(M, 1) | X nu(M, )dTys = g (E(M, 1) - V&) (M. 1) X ny(M, 1)dTyy
0

Soit :
dP(M, 1) = qn,(M, ) VR(M, 1) -E(M, t)dy
R

T
X On peut alors écrire la puissance regue par la matiere (ou celle fournie par I'OEM) par unité de volume :

dp

= TM,0) - EM, 1)
dr

M.r)

o | Bien penser a distinguer n(M, 1), n,,(M, t) et ny(M, 1)

1.4 Conductivité statique d’un conducteur
SVF

Montrer que la conductivité statique d’un conducteur vaut :

ng’t

Yo=——
m

Avec : n la densité volumique de porteurs de charges libres, m la masse de ces porteurs, g la charge de ces

porteurs et 7 le temps moyen entre deux chocs.

On définira toutes les grandeurs introduites et on utilisera deux méthodes :

X Modele de Drude
X Approche probabiliste

X Modele de Drude (statique)

On s’intéresse a un conducteur : milieux matériel comportant des ions et des électrons libres (n électrons par unité de volume) placé
. - .
dans un champ électrostatique E uniforme.

@ Systeme : électron libre (masse m, charge ¢ = —e) que 1’on étudie dans le référentiel du conducteur.
@ Hypotheses : on néglige le poids des électrons ; sachant que M;,, >> m, on néglige le mouvement des ions dans le champ E.
@ Modele de Drude : on modélise les chocs subit par les électrons, avec les impuretés et les imperfections du réseau cristallin, par
une force de frottement fluide de la forme : . "
Fg=-AV=—-=V
T
De plus, dans le cadre du modele de Drtl_ge, la vitesse d’un électron, trouvée en régime permanent (solution forcée), est égale a
la vitesse moyenne des électrons, notée V :

—

V=V,=(
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-

o | Ce deuxieme point doit étre obligatoirement énoncé pour définir correctement le modele de Drude

. P P . - - - — m_,
Le BAM agissant sur un électron donne donc : la force électrique FF = gE et Fy=—-1v = ——V.
T
Le PDF appliqué a un électron donne :
de’ - — = m_,
m— =qE —-Av =gqE ——V
dr T
La solution en régime permanent vaut donc :
— — qT—>
V=Vr=—
m
On déduit I’expression du vecteur densité de courant :
- — — nqu—>
j=pV=nqV=——-E
m
Par définition, la conductivité statique du conducteur vaut donc :
ng*t
Yo=——
m

X Approche probabiliste

-

Systeme : électron libre (masse m, charge g = —e) que I’on étudie dans le référentiel du conducteur.

Hypotheses : on néglige le poids des électrons ; sachant que M,,, >> m, on néglige le mouvement des ions dans le champ E.
Approche probabiliste : les électrons subissent des chocs sur les impuretés et les imperfections du réseau cristallin. Ces chocs
désorientent les vitesses des €lectrons : apres un choc, un électron a une vitesse Vo d’orientation et de norme quelconque. Ces
chocs intervenant de maniere aléatoire, chaque électron a une probabilité de subir un choc entre ¢ et ¢ + dz, indépendante des
chocs antérieurs de la forme :

_dr

o7

dpP

La probabilité pour qu’un électron ne subisse pas de choc entre 7 et ¢ + df vaut :

dt
1 - =
-

Soit I1(#), 1a probabilité pour qu’un électron ne subisse pas de choc entre ¢ = 0 et t quelconque. On a alors :
dr
I(t + dr) = I1(¢) (1 - —)
-
dit  dr

11 T

D’ou, en intégrant entre r = 0 et ¢ et en sachant que I1(0) = 1 :

I1(¢) = exp (—;)

Soit dp(?) la probabilité qu’un électron ne subisse aucun choc entre ¢ = 0 et ¢ et subisse un choc entre ¢ et ¢ + dz. Alors :
de 1 t
dp =TI(r) x — = —exp (——)dt = —dII
T T T

Détermination du temps moyen entre deux chocs :

00 00 1 00
<z>=f tdpz—f thz—f texp(—z)dt
0 0 T Jo T

(=1

Soit, apres calculs :
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@ Détermination de la vitesse moyenne d’un électron :
Le PFD appliqué a un électron donne :

v 7
m =g
a1
En intégrant entre ¢ = 0 et ¢, on obtient :
N

D’ou .
7 —> — E
V=(V)= (Vo) +—1
—_—— m
0
Et donc : .
— — ng-tv—
Jj =nqV = d

1.5 Champ Hall

SVF

Montrer que la champ Hall, dans un ruban a effet Hall de section rectangulaire, vaut :

— — —
u=-VAB
— —
ou V est la vitesse des charges mobiles et o B est le champ magnétique appliqué (perpendiculaire aux

faces du ruban).

X On considere le ruban donné par la figure 25.

électrode

FiGure 4 — Ruban a effet Hall

X Un ruban, contenant n porteurs libres par unité de volume (de charge ¢g), est parcouru par un courant i et est soumis a une tension

U

u = U. Il est donc le siege d’un champ électrique E = E?, = 7 ¢ .. Le vecteur densité de courant est donc de la forme :
7 =yE?e, = )/ZU Z.
X Les charges libres du conducteur ont donc la vitesse V de la forme :
V=173
ng nql
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X Le ruban est placé dans un champ magnétique de la forme : B = B¢ . Les porteurs de charges sont donc soumis 2 la force :
1_58 = q\_/) AB = qVBé,

X Les porteurs de charges sont donc déviés vers la face (1) du ruban : il y a accumulation de charge +¢ sur cette face et apparition d’une
charge —q sur la face (2). Il apparait donc un champ électrique dii a cette séparation des charges :

Ey = Eye,
X Les porteurs de charges mobiles sont donc soumis a la force Hall :
Fu=qEn

X En régime stationnaire, les porteurs de charges mobiles ont une trajectoire qui reste suivant (Oz) : la résultante des forces suivant (Oy)
agissant sur ces porteurs de charges est donc nulle :

ol

N
H+Fp=

5

Soit :

HZ—V/\E)

&

1.6 Force de Laplace
SVF

Expliquer I’origine de la force de Laplace s’exercant sur un conducteur placé dans un champ B:
Fo= [[[ 77 Bar
4

X On considere un conducteur caractérisé par une densité volumique de charge p(M, 1) :

pPM, 1) = pu(M, 1) + py(M, 1)

pm(M, 1) étant la densité volumique de charges mobiles et p (M, t) étant la densité volumique de charges fixes.

X En régime stationnaire (ou a basses fréquences), il y a électroneutralité locale du conducteur :
p(Mn) = p,(M, 1) + pr(M,1) =0

. 4. g N . . g . 02 .
X Ce conducteur est placé dans un champ magnétique extérieur B(M, t). Dans 1’approximation des milieux continus et dans le référentiel
du conducteur, on peut écrire la composante de la force magnétique de Lorentz agissant sur un volume mésoscopique du conducteur :

dFg(M, 1) = j (M, 1) A B(M, )dty = pu(M, ) V(M, ) A B(M, t)d7y

V(M, 1) étant la vitesse moyenne des porteurs de charges mobiles en M dans le référentiel du conducteur.

X En régime permanent, il apparait un champ Hall qui part son action compense cette force magnétique agissant sur les porteurs de
charges mobiles : . N .
dF g = pnE(M, )7y = —dFp(M, 1)

Ainsi, en régime permanent, les porteurs de charges mobiles ne sont pas déviés par le champ magnétique.

X Les porteurs de charges fixes, non soumis a la composante magnétique de la force de Lorentz, sont par contre soumis a la force Hall :
dF 1 = ~puE(M, D)dry = 7(M,1) A B(M, t)dry

En intégrant, on obtient la force exercée sur les porteurs de charges fixes i.e. la force de Laplace :

F = f f f T (M, 1) A B(M, Hdry
conduteur
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1.7 Vecteur densité de courant de charge en régime stationnaire
SVF

Montrer que le vecteur densité de courant de charge est a flux conservatif en régime stationnaire.

X On part de I’équation locale de conservation de la charge :

P\ dvTM =0
iv 1) =
ot /

(.M)

X En régime stationnaire, les dérivées partielles par rapport au temps sont nulles, on a donc :
div j(M,1) =0

= j (M) est a flux conservatif.

X D’apres le théoreme d’Ostrogradsky, on a donc :

70
z

X On considere le tube de champ de 7 représenté figure 5 et on définit le surface fermée X =S, US, U S
S

—>
Avec dX vecteur sortant de la surface fermée

FIGURE 5

N
X On définit alors les flux @; et @, de j atravers S et S, orientés de la gauche vers la droite :

(Dl:—ff YE
N

1
D, = f f 7 : E
X En décomposant la surface X, on obtient alors :

o=fn-a= ([ 7oasie [ Foasie [[ Toas
= Si 2 S
0

-, D,

D’ou :
O =Dy

1.8 Loi des nceuds en régime stationnaire
SVF

Etablir la loi des nceuds dans les circuits en régime stationnaire :
X A partir de I’équation intégrale de conservation de la charge

X A partir d’un bilan macroscopique
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X Démonstration de la loi des noeuds a partir de 1’équation de conservation de la charge

@ On considere le tdc représenté figure 6
Tube de champ

ds,,

Ficure 6 — Démonstration de la loi de noeuds
@ On définit :
.. . . -
v’ L’intensité entrante au niveau de la surface S| : I} = f fS; j -ds
. . . -2
v L’intensité sortante au niveau de la surface S, : I, = f fs Jj -dS,
v Lintensité sortante au niveau de la surface S5 : I3 = fsz j -dS;

@ En régime stationnaire, le vecteur densité de courant est a flux conservatif : son flux a travers une surface fermée est nul. On
définit alors la surface S =S, US, US5US, eton adonc:

7o [ T [ 1 [ 7 ] 7
S S Sa S3 St
I 0

I > I

[1212+[3

X Démonstration de la loi des nceuds a partir d’un bilan macroscopique

@ On considere le systeme fermé (S *) coincidant a I’instant r avec le systeme ouvert (S ), comme représenté figure 7. On considere

que I’écoulement est stationnaire.

S (t) = S(t)

FiGure 7 - Systéme ouvert et systeme fermé coincidant a I’ins-

tant ¢
@ On définit :
v Lintensité entrante au niveau de la surface S| : I} = f f 7 dS| = @
§ § 100 5, - 1 T
. . . ) - — 0O
v Lintensité sortante au niveau de la surface S, : I, = ffs J-dS, = a
005

. . . -2 T
v L’intensité sortante au niveau de la surface S5 : I5 = ffs Jj -dS; = O

@ A Dinstant 7 + dr, le systéme fermé s’est déplacé, comme représenté figure 8.
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B : )
St + dt) 92
S )
) B
0Q3

Ficure 8 — Systeme ouvert et systeme fermé a I’instant 7 + d¢

N

Pour une démonstration compléte, représenter X et X* a f et ¢ + dr

@ La charge Q" de (§*) s’écrit donc :

v Alinstant?:
0" (=0

v A linstant ¢ + dr :
O (t+dr)=Q0(t+dr)—5Q1 + 50, + 603

@ En différenciant ces deux expressions, on obtient :

Q' (t+d1) — Q'(1) = Ot +d) — Q1) — 601 + 80 + 60

Soit, en divisant par dr, et en utilisant la notation différentielle «D» pour les dérivées particulaires :

DO _dQ 60 60 603

Dt dr dr dr dr

@ Sachant que :
v En régime stationnaire, la charge Q du systeme ouvert () est indépendante du temps :

do
= _0
dr
v’ La charge du systeme fermée se conserve,
DO
== -0
Dt
o | Ne pas confondre les deux arguments concernant le systeme fermé et le systeme ouvert
On obtient :
dr dr dr
Soit :
LI =L +1 3
2023—2024 page 9 sur 67
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1.9 Distribution volumique de charges
SVF

X Justifier que le champ électrique crée par une distribution volumique de charges est de la forme :

BM.1) = fffp(P ndzp -
v 47T8()VPM

X Justifier que le potentiel électrique crée par une distribution volumique de charges est de la forme :
P, 1)d
V(Mt)—fff pPNdTe
drteorpm

X On part du champ et du potentiel électrostatiques crées par une charge ponctuelle ¢, placée en P, en un point M de I’espace (voir

figure 9) : N
E(M, P) qUpm
dregr
q
V(M, P) =
dreorpm
M - Upy
P /pm
q
Ficure 9

X On considere qu’en P, il existe un volume élémentaire d7p contenant une charge dgp = ppdrp ol pp est la densité volumique de
charge en P. En assimilant cette méso-charge a un point matériel, on peut exprimer le champ et le potentiel crées en M :

. d —> —
dE(M, P) = qpUpm _ PrPUPM drp
2
dngyr? Y  4nsg oy

dgp pPr
dregrpy  4megrpy

dV(M, P) = drp

X On considere un volume macroscopique V qui, dans le cadre de 1’approximation des milieux continus, peut étre décomposé en volumes
mésoscopiques. Alors, le champ (respectivement le potentiel) en M est égal a la somme des champs (respectivement des potentiels)
crées par les différents volumes mésoscopiques :

E(M) fff db(M P) fff . H )
v 4778()r,,M
V(M) = fff dE(M, P) = fff PP e
v 4regrpy

1.10 Circulation du champ électrique stationnaire
SVF

Montrer que la circulation du champ électrostatique sur un contour fermé est nulle.
Montrer que la circulation du champ électrique sur un contour ouvert vérifie :

E-dr=-AV
©)
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X Circulation du champ électrostatique sur un contour fermé :
On part de I’équation de MF en statique et on prendre son flux sur une surface ouverte (S') s’appuyant sur un contour fermé (C),

comme représenté figure 10 :

il
dip

Ficure 10 - Surface ouverte S et

contour fermé orienté (C)

ﬁﬁ:ﬁ:ﬂﬁam.m:o
S
On utilise alors le théoreme de Stokes :

ffﬁE(M)EfM:Sg EP) -dlp= @ EWP)-dip=0
N ©) ©)

X Circulation du champ électrostatique sur un contour ouvert :
On part de la relation entre le champ électrostatique et le potentiel électrostatique et on intégre entre deux points de 1’espace :

2
ﬁ:—gﬁv:f E-dr=-(Va-V))=-AV
1

1.11 Flux du champ électrique stationnaire
SVF

Démontrez le théoreme de Gauss a partir des équations de Maxwell.

X On part de I’équation de MG et on integre sur le volume V représenté figure 11 :

s P
d \

M
\ o
Ficure 11 — Volume V et surface fermée
orientée S

d]vE(M) — M = fff leE(M)dTM _ fff ,D(M)dTM _ Kint
£o 14 v €0 £

X On utilise alors le théoréme D’ Ostrogradsky :

v 0

2023—2024 page 11 sur 67

©GR Fichier : SVF5_EM_corrige



PC* Joffre SVF5 : Electromagnétisme Révisions

1.12 Lignes de champ du champ électrique stationnaire
SVF

X Justifier que les Idc de E sont toujours ouvertes.

X Justifier que les Idc sont perpendiculaires aux équipotentielles.

X Les ldc de E sont toujours ouvertes.

@ Sachant que E dérive d’un potentiel scalaire, on a :
E=-gradV & dV=-E-dl

Soit, pour un contour allantde A 3 B :

vB—vAz—f E-dl
“B)

Et donc pour un contour fermé (A confondu avec B) :
0=- 95 E-d

— —
@ On raisonne maintenant par 1’absurde et on considere un contour fermé coincidant avec une ldc de E. La circulation I de E sur
ce contour fermé s’exprime donc comme suit :
- —
I= E -dl
©

. L —> —> —> L . L.
@ La ldc étant orientée dans le sens de E et d/ et E étant colinéaires, on a :

E-dl=E-dl>0

L’argument « et de méme sens » est important

Et donc :

r:SE E-(Tz=56 E-dl>0
©) ©)

. N L . . = .
On arrive donc a un résultat contradictoire : les 1dc de E sont toujours ouvertes.

=2 . . » . .
X Les Idc de E sont perpendiculaires aux équipotentielles
. ™ z b : . z 212 b - z b b z z
@ Soit une surface équipotentielle (S) et soit un déplacement élémentaire d/ le long de cette équipotentielle, comme représenté
figure 12.

(5)

Ficure 12 - Les lignes de champ son perpendiculaires aux
équipotentielles
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N
@ Sachant que E dérive d’un potentiel scalaire, on a :

E =-gradV & dV =-E - dl

Soit, sur la surface équipotentielle :

dV=0=-E-dl=> E 1 dl

.
Les 1dc de E sont donc perpendiculaires aux surfaces équipotentielles.

tielle

1.13 Application du théoréeme de Gauss

SVF

Déterminer le champ électrique crée en tout point de I’espace par une distribution plane infinie char-
gée uniformément en surface.

Déterminer le champ électrique crée en tout point de 1’espace par une distribution plane infinie,
d’épaisseur a, uniformément chargée en volume.

Déterminer le champ électrique crée en tout point de 1’espace par un fil rectiligne chargé uniformé-
ment.

Déterminer le champ électrique crée en tout point de I’espace par une cylindre infiniment long chargé
uniformément en surface.

Déterminer le champ électrique crée en tout point de I’espace par une cylindre infiniment long chargé
uniformément en volume.

Déterminer le champ électrique crée en tout point de 1’espace par une sphere chargée uniformément
en surface.

Déterminer le champ électrique crée en tout point de 1’espace par une sphere chargée uniformément
en volume.

X Champ

@ On considere le plan (Oxy) chargé uniformément en surface (on note o~ la densité surfacique de charge).

électrostatique crée par une distribution surfacique uniforme, plane, infinie de charges.

N
La démonstration se fait obligatoirement a partir d’un déplacement élémentaire dr le long d’une équipoten-

@ On cherche le champ électrostatique crée en tout point de I’espace par cette distribution en adoptant le systeme de coordonnées
cartésiennes : M(x,y, 7)

M

Ficure 13

@ Symétries : Tout plan contenant le point M et perpendiculaire au plan (Oxy) est plan de symétrie de la distribution de charge : le
champ en M est donc suivant (Oz) :

EM)=EM)?, = E(x,y,2) ¢

@ Invariances : la distribution de charge (o7(P) = o(xp,yp) = Cste) est invariante par translation parallele a (Ox) et (Oy), on en
déduit que le champ en M ne dépend nide xnide y:

EM) = EIM)2, = E(z)C,

@ [nvariance par symétrie : Le plan (Oxy) étant un plan de symétrie de la distribution des charges (IT), le champ en M’ (symétrique
de M par rapport au plan IT)est le symétrique du champ en M :

EM) = E(-2)7?, = -EQ)@,
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@ Choix de la surface de Gauss : On choisit une cylindre, d’axe perpendiculaire a (Oxy), de section S, dont la base supérieure passe
par M et la base inférieure passe par M’

ds,

FiGure 14 — Choix de la surface de Gauss
on a donc la surface fermée X :
2=51USUuS,

> S S» St
@:ff E(z)?z-dSl?z+ff (—E(z)?z)-(—dSz?z)waf E-ds,
S| Sz SI.
0

Avec §1=85,=S
@ Calcul du flux :

D’ou :
O =2E(2)S

@ Charge intérieure et théoreme de Gauss :
La charge a I’intérieure de la surface X étant : Q;,, = S, le théoréme de Gauss nous donne :

o =250 = 5

€0
D’ou
— g
. E(z>0)=—F¢,
Em= |, 28
E(z<0)=—-—F¢,
280

X Champ électrostatique crée par une distribution volumique uniforme, plane, infinie de charges.

@ On considere le pavé chargé uniformément en volume (on note p la densité volumique de charge), comme représenté figure 15

@ On cherche le champ électrostatique crée en tout point de I’espace par cette distribution en adoptant le systeme de coordonnées
cartésiennes : M(x,y, 7)

p QaI ¢ T® ’

FiGure 15 — Distribution volumique de charge plane, infinie
@ Symétries : Tout plan contenant le point M et perpendiculaire au plan (Oxy) est plan de symétrie de la distribution de charge : le
champ en M est donc suivant (Oz) :
EM)=EM)?, = E(x,y,2) ¢
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@ [nvariances : la distribution de charge (0(P) = o(xp,yp) = Cste) est invariante par translation parallele a (Ox) et (Oy), on en
déduit que le champ en M ne dépend ni de xnide y :

EM)=EM)C, = E()C,

@ Invariance par symétrie : Le plan (Oxy) étant un plan de symétrie de la distribution des charges (IT), le champ en M’ (symétrique
de M par rapport au plan IT)est le symétrique du champ en M :

E(M') = E(-2)2. = —-E(2)@.

@ Choix de la surface de Gauss : On choisit une cylindre, d’axe perpendiculaire a (Oxy), de section S, dont la base supérieure passe
par M et la base inférieure passe par M’

FiGure 16 — Choix de la surface de Gauss
on a donc la surface fermée X :

2=5,USuUS,

@:#E-d_isz f-cﬁ+ff E.dmff £.35.
S SH St

p I
cpsz E(z)?z'dSl?z+f (—E(z)?z)-(—dSz?z)+ff E-ds,
S S» St
0

Avec §1=85,=S
@ Calcul du flux :

O =2E(z)S
@ Théoreme de Gauss : Soit Q;,, la charge a I’intérieur de la surface X, on a :

Qint Qim‘
= E(7) =
&0 (Z) 2805

O =2E()S =

@ Premier cas : M est a I’extérieur de la distribution (z > a).
La charge a I'intérieure de la surface X étant : Q;,, = p2aS, le théoreme de Gauss nous donne :

Qim - 2,0615 _pa

E(z) = - -
@ =265 ~ 2605 20

@ Deuxieéme cas : M est a I’intérieur de la distribution (z < a).
La charge a I'intérieure de la surface X étant : Q;,, = p2zS, le théoreme de Gauss nous donne :
Oint _ 2,DZS _ ,lz

E = == =
(Z) 28()S 28()S E)
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@ On en déduit le champ E en tout point de I’espace :

E(z >a) = 'ﬂ?z
&

0
FO<z<a =27,

Z

N 2] 0z
E(~a<z<0)=--7¢,
— a £o
E(z<-a)=-22.

£0

X Champ électrostatique crée par un fil rectiligne infini chargé uniformément.

@ On considere un fil coincidant avec I’axe (Oz) chargé uniformément (on note A la densité linéique de charge).

@ On cherche le champ électrique crée en un point M de I’espace, repéré par ses coordonnées cylindriques : f(M ) = f(r, 0,z).

@ Symétries : Les plans (M, €, €g) et (M, €, €.) étant des plans de symétrie de la distribution de charge, le champ électrostatique

en M est a I’'intersection de ces deux plans :

E(M) = E(M)2,

@ Invariances : la distribution de charge étant invariante par translation parallele a (Oz) et par rotation d’angle 6 autour de 1’axe
(0z), on en déduit que le champ en M ne dépend que de r :

E(M) = E(r)2,

@ Choix de la surface de Gauss : On choisit comme surface fermée X, un cylindre de hauteur & quelconque, d’axe (Oz) et de rayon

r (passant par le point M) comme représenté figure 17
Az

Distribution de charges

/

S

SL

Surface de Gauss X

FiGure 17 — Choix de la surface de Gauss

On a donc :

2=S,USuUS,

@ Calcul du flux de E :

G):S@gf-d_i:fff-ﬁ+ffﬁ~@+ff E-ds,
z S So St
0 0
GD:f (E(r)?,)-(dSL?,):ff (E(r)dSL:E(r)ff dS; = 2nrhE(r)
S[/ SI_ SL

@ Charge intérieure et théoreme de Gauss :

Soit Oy, la charge a I'intérieure de la surface de Gauss, on a :

® = 2nrhE(r) = Qin
&0
Avec :
Qint =Ah
D’ou: B
EM) = 2,
2neogr
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X Champ électrostatique crée par un cylindre rectiligne infini chargé uniformément en surface.
@ On considere un cylindre d’axe (Oz), de rayon R, chargé uniformément en surface : on note o~ la densité surfacique de charge en
tout point de la surface latérale du cylindre.
@ On cherche le champ électrique crée en un point M de I’espace, repéré par ses coordonnées cylindriques : E(M) = E(r, 0, z2).
@ Symétries : Les plans (M, € ,, €g) et (M, €, €.) étant des plans de symétrie de la distribution de charge, le champ électrostatique

en M est a I'intersection de ces deux plans : N
EM)=EM)e,

@ Invariances : la distribution de charge étant invariante par translation parallele a (Oz) et par rotation d’angle 6 autour de I’axe
(Oz), on en déduit que le champ en M ne dépend que de r :

E(M) = E(r)2,

@ Choix de la surface de Gauss : On choisit comme surface fermée X, un cylindre de hauteur & quelconque, d’axe (Oz) et de rayon
r (passant par le point M) comme représenté figure 18

AZ Distribution de charges

Surface de Gauss X

| E— SZ

Ficure 18 — Choix de la surface de Gauss
On a donc :
2=51USuUS,

@:SQEEE%:H E-&ST+ff Easnff £.ds,
z S So St

0 0

O = f (E(r)€,)-(dS.¢,) = f (E(r)dS = E(r) ff dS; = 2nrhE(r)
Sr SL St

@ Calcul du flux de E :

@ Charge intérieure et théoreme de Gauss :
Soit Oy, la charge a I'intérieure de la surface de Gauss, on a :

® = 2nrhE(r) = Qin
£
Avec :
Qin(r > R) = 0 X 2RI
Qinl(r < R) =0
D’ou:
E(r>R)=—7¢,
EM) = Er
E(r<R)=0

X Champ électrostatique crée par un cylindre rectiligne infini chargé uniformément en volume.
@ On considere un cylindre d’axe (Oz), de rayon R, chargé uniformément en volume : on note p la densité surfacique de charge en
tout point du cylindre.
— —
@ On cherche le champ électrique crée en un point M de I’espace, repéré par ses coordonnées cylindriques : E(M) = E(r, 0, 2).
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@ Symétries : Les plans (M, €, €4) et (M, € ,, €.) étant des plans de symétrie de la distribution de charge, le champ électrostatique
en M est a I'intersection de ces deux plans : N
E(M)=EM)¢,

@ Invariances : la distribution de charge étant invariante par translation parallele a (Oz) et par rotation d’angle 6 autour de I’axe
(0z), on en déduit que le champ en M ne dépend que de r :

E(M) = E(r) 2,

@ Choix de la surface de Gauss : On choisit comme surface fermée X, un cylindre de hauteur & quelconque, d’axe (Oz) et de rayon
r (passant par le point M) comme représenté figure 19

AZ Distribution de charges

S1

St

Surface de Gauss X

Ficure 19 — Choix de la surface de Gauss
On a donc :
=S, USUS,

z S So St

0 0

D = f (E(H)Z,)-(dS,2,) = f (E(HdS, = E(r) f f dS, = 2nrhE(r)
Sr St St

@ (Calcul du flux de E :

@ Charge intérieure et théoreme de Gauss :
Soit Q;, la charge a I'intérieure de la surface de Gauss, on a :

® = 2nrhE(r) = Qint
£0
Avec :
Qin(r > R) = nR’hp
{Q,'n,(r <R)= m’zhp
D’ou

2 Rp _,
N E(r>R =—27,
E(M) = R 2,%):
E(r<R)=—¢,
280

X Champ électrostatique crée par une sphere uniformément chargée en surface

@ On considere une sphere de rayon R et de centre O, chargée uniformément en surface (on note o~ la densité surfacique de charge
correspondante).
On note Q = 47R?0 la charge totale de la distribution.

@ On cherche le champ électrique crée en un point M de I’espace, repéré par ses coordonnées sphériques : f(M) = f(r, 6,9).

@ Symétries : I’axe (OM) étant un axe de symétrie, on a :

E(M) = E(M)2,
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@ [nvariances : la distribution de charge étant invariante par rotation d’angle 6 et ¢, on en déduit que le champ en M ne dépend que
der:
E(M)=E@r)e,

@ Choix de la surface de Gauss : On choisit comme surface fermée X, le sphere, de centre O et de rayon r (passant par le point M)

comme représenté figure 21
Distribution de charges

s
% Surface de Gauss X

FiGure 20 — Choix de la surface de Gauss

O = 9@6 E-&= 956 (E(P2,)-(d22)) = 5@6 E(r)dE = 4772 E(r)
z z z

@ Charge intérieure et théoreme de Gauss :

@ (Calcul du flux de f :

Soit Qj,y, la charge a I’intérieure de la surface de Gauss, on a :

o = 47Tr2E(r) = %
&0
Avec :
Qint(r > R) = Q = Q = 4’7TR20-
Qim(r < R) =0
D’ou
- 0 _, Ro.,
- Er>R)=——¢,=—
EM) = _)(r ) dreor? ¢ gor? o
E(r<R)=0
Pour aller plus loin
Calcul du potentiel électrostatique crée par la distribution :
On partde dV = ~E-dr= —E(r)dr. On obtient donc :
VosR = -2 4c Ko ¢
r = =
V(M) = dregr : &gor :
V(r < R) = C2
En utilisant, comme référence, le potentiel nul a I’infini et en utilisant la continuité du potentiel en r = R,
on obtient : 5
R
viesp = -2 - K¢
V(M) = dregr  &or
o
Vir<R)=—
£

X Champ électrostatique crée par une sphere uniformément chargée en volume

@ On considere une sphere de rayon R et de centre O, chargée uniformément en volume (on note p la densité volumique de charge
correspondante).
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@ Cette densité volumique de charge vérifie :

p(rp>R)=0
p(rp < R) = p =Cste

4
On note Q = gnR3p la charge totale de la distribution.
@ On cherche le champ électrique crée en un point M de I’espace, repéré par ses coordonnées sphériques : ﬁ(M) = ﬁ(r, 0,9).
@ Symétries : ’axe (OM) étant un axe de symétrie, on a :

E(M) = E(M)2,

@ [nvariances : la distribution de charge étant invariante par rotation d’angle 6 et ¢, on en déduit que le champ en M ne dépend que
der:
EM) = E(r)@,
@ Choix de la surface de Gauss : On choisit comme surface fermée Z, le sphere, de centre O et de rayon r (passant par le point M)

comme représenté figure 21
Distribution de charges

dx
" Surface de Gauss ¥

Ficure 21 — Choix de la surface de Gauss

D= 9%6 E-d>= 9@5 (E(r)€,) - (dX¢,) = 956 E(r)dE = 47 E(r)
z z z

@ Charge intérieure et théoreme de Gauss :

@ Calcul du flux de E :

Soit Q;,, la charge a I’intérieure de la surface de Gauss, on a :

® = 4nE() = 2
€0
Avec :
4
Qin(r > R) = 0 = Z7Rp
4 3
Qutr <Ry = Srrp = 2
3 R3
D’ou
. R}
R E(r>R) = QZ?,.: Pz,
E(M) = dregr 3gor
— r — ro
E(r<R) = =—c¢,

dreol ©7 73
TEY £0
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Pour aller plus loin

Calcul du potentiel électrostatique crée par la distribution :

On partde dV = -E- d7 = —E(r)dr. On obtient donc :

R3
vu>m:4Q +c_:7£+c
V(M) — 71’8&’; < 8()rr2p
Vr<R)=———+Cy=——+C
(r<R) 8regR3 ’ ’

68()

En utilisant, comme référence, le potentiel nul a I’infini et en utilisant la continuité du potentiel en r = R,
on obtient :

3
V>R =2 =R

_ dreor  3eor
e Ve<m =2 [3-2)-Fe(i_r
r = - — = — - —
8regR R? 2¢&0 3R?

1.14 Energie électrostatique
SVF

Déterminer I’énergie électrostatique :

X D’un condensateur plan (surface en regard S)

X D’un condensateur cylindrique (hauteur /)
X D’un noyau atomique.

X Energie électrostatique d’un condensateur plan.

@ On considere un condensateur plan constitué de deux plaques infinies, distantes de a, portant les charges surfaciques +o et —o
réparties uniformément comme représentées figure 25.

E: (z<0)= 20-
Champ crée par (P1) seul g

Champ crée par (P2) seul

Ficure 22 - Champ crée par un condensateur plan

@ Les champs crées par les deux plaques infinies, sont les champ crées par des distributions planes surfaciques infinies. Par
additivité des champs, on calcule facilement le champ électrique crée dans les différentes zones de I’espace :

ﬁ(z>a):6)
— - g _,
E(M) = E(O<z<a)=—£—0eZ

— —
E(z<0)=0
@ [ énergie électrostatique vaut donc :

E(M 2 Z=a E 2 ZS 2
E:fff 80”dw=f 0EG, _ o*Sa _ Q%
tout I’espace 2 zZ

7=0 2 o 280 - 28()S
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X Energie électrostatique du noyau atomique.
L’énergie électrostatique du noyau atomique se calcule a partir des intégrales suivantes :

E(M)? 1
E=fff oL )drM:—fHWM)qu
tout I’espace 2 2 Vv
@ Premiere méthode

E(M)? R eyE(r < R)? * goE(r > R)?
E, = fff MdTM - f &Er <R) X4ﬂr2dr+f &E(r > R)” « dr2dr
tout ’espace 2 r=0 2 r=R 2

or Y 0 \
R 80(471’80R3 5 o0 &0 4reyr? 5
E, = —————— Xd4narddr+ ———— X 4nredr

On part de :

r=0 2 r=R 2
1 2 R 4 ol 1 2 5 1R -1 0
p- 3 2 ([ R [ o)1 (]
24ne9 \J,—0 R =R I 24men || SR |, U P
_ 3¢
‘" 20meoR

@ Deuxieéme méthode

1 1 (*( 0 )\ 30 302 (* rt
E, =~ V(M) dgy = = 3-— drrtdr = 37— —|d
2 f f fv (M) dam_ 2[,0(87150R( R2)) 4R T BregR? fo( g R2) g

pdty
R
= 3Q2 r3 — i = 3Q2
¢ 8negR* 5R*|._,] 20meoR

On part de :

@ Troisieme méthode
On utilise la définition opérationnelle de 1’énergie potentielle :

L’énergie (potentielle) électrique de la sphere est égale au travail d’un opérateur qui construirait progressivement la sphere en
amenant des couches élémentaires de I’infini

On considere une étape intermédiaire ou la sphere (de densité surfacique de charge p) a un rayon r compris entre O et R. Sa
charge est alors :

4 3
q(r) = 37rp

Un opérateur améne une épaisseur élémentaire, de charge dg = 4npr’dr depuis 1'infini jusqu’a la placer sur la sphére (2 une

distance r du centre de symétrie), comme représenté figure 23.
Charge dg amenée de l'infini

Ficure 23 — Couche élémentaire amenée de
Iinfini
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Lorsque la masse élémentaire dg est 4 la distance x du centre de symétrie O, un élément d3g, représenté figure 24 de cette masse
est soumis a la force :

/| Charge d®q amenée de 'infini

FiGuRE 24 — Charge élémentaire d>¢

Le travail que doit exercer un opérateur pour déplacer la charge d3¢ de dx vaut alors :

— . — . Xd3
FW,, = &F,y - (dxe,) = ~@F - (dx2,) = ~0°F - dx = - 20X g,

4regyx?
Soit :
q(r)xd3q 4 5 5
W, = -——22" Ly = - —nar’pdnr pdrdx

or 4o x? 4rgpx? 3 PP

4rrp*d

5 W,, = _yrpdar

3gox?

En intégrant sur x variant de I’infini a r, on obtient :

drrip*dr 1 4mp?
oW,y = —— X — = d
r RIS r RIS ne

On integre ensuite sur 7 variantde O a R :
4np? » R B 30°
359 5 20meoR

D’ou, en utilisant la définition opérationnelle de 1’énergie potentielle :

Wu p =

_ 3¢
¢ 20meoR

1.15 Capacité
SVF

Déterminer la capacité :
X D’un condensateur plan.

X D’un condensateur cylindrique.
X D’un diedre.

X Capacité d’un condensateur plan.

@ On considere un condensateur plan constitué de deux plaques infinies, distantes de a, portant les charges surfaciques +o et —o
réparties uniformément comme représentées figure 25.
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— Ex (z<0)= 21 lT
Champ crée par (P1) seul %

H—/

Champ crée par (P2) seul

Ficure 25 — Champ crée par un condensateur plan

@ Les champs crées par les deux plaques infinies, sont les champ crées par des distributions planes surfaciques infinies. Par
additivité des champs, on calcule facilement le champ électrique crée dans les différentes zones de I’espace :

EG>a)=0
—> — o
EWM) = E(0<Z<a)=—8—0€z
Ez<0)=0

—

@ On en déduit le potentiel crée en tout point de 1’espace par la distribution, en utilisant la relation : dV = -E-dr= —E(z)dz :

V(z>a) =C

0z
V(M) = V(O<z<a)=s—+C2

0

V(z>a)=Cs

@ La continuité du potentiel en z = a et z = 0, impose :

=240

V(M) = 0]

Cr, =G

@ En posant C3 = C, = 0, on obtient :

Viesa) =22

&o oz
V(M) = V(O<z<a)=8—
0

Viz>a)=0

@ La charge (en valeur absolue) des plaques étant Q = oS (S est la surface en regard des plaques) et la différence de potentiel
entre les deux plaques étant :

U = V(a) - V(0) = g

On en déduit, la capacité du condensateur :
Q _ 8QS

cC==
U a

X Capacité linéique d’un condensateur cylindrique.

@ Soit un condensateur cylindrique constitué de deux conducteurs infinis coaxiaux dont les faces en regard, de rayon R; et R;
portes les charges opposées Q et —Q, comme représenté figure 26.
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02

HUF Zh o1
gij%

Conducteurs /

Ficure 26 — Champ crée par un condensateur cylindrique

@ Pour une hauteur / du cylindre, les charges portées par les deux faces en regard étant opposées, on a donc :
Q = 27TR1h(J'] = —27TR2]’1(J'2

@ Les surfaces en regard sont soumises a une différence de potentiel U, la capacité linéique du condensateur vaut donc :

10
C=30

@ Le champ électrique crée par la distribution de charge se calcule en utilisant le théoréme de Gauss :

Er<R)=0
R10—1—> Q —

E(M) = E(R, <r <Ry = ¢, =
N - rey 2neohr
Er>R)=0

@ La différence de potentiel entre les deux armatures vaut donc :

R, kR R
U:f E~dr:f © 4r=_2 1n(—2)
R, R, 271'8()/’1}" 27Th8() Rl

@ On en déduit la capacité linéique du condensateur :
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1.16 Equation de Poisson
SVF

X Démontrer I’équation de Poisson vérifiée par le potentiel électrostatique.
X Applications :

@ Déterminer le potentiel électrostatique crée en tout point de 1’espace par une sphere de rayon R,
de charge Q répartie uniformément.

@ Déterminer le potentiel électrostatique crée en tout point de I’espace par un cylindre infini, de
rayon R, chargé uniformément (p).

@ Déterminer le potentiel électrostatique crée en tout point de ’espace par un plan portant la

densité de surface :
2nx 21ty
o(x,y) = ogcos| — |cos| —
a b

X Equation de Poisson

@ On part de la relation entre le potentiel électrostatique et le champ électrostatique et de 1’équation de MG :

E = —gradV
avE = £
&0

@ En remplacant E par son expression dans MG, on obtient :

I )
div (grad\/) —Av=-L
£o
Soit
P
AV+—=0
£o

X Potentiel électrostatique crée par une sphere de rayon R , de charge Q répartie uniformément.

@ On introduit la densité volumique de charge p telle que :

p =
4
§7TR3

@ On cherche a déterminer le champ et le potentiel crées en tout point M de I’espace par la distribution de charge :
v L’axe (OM) étant un axe de symétrie, le champ E en M est porté par €.

.

v Ladistribution de charges est invariante par rotation d’angle 6 et ¢ : le potentiel V et le champ E en M ne dépendent que de
r.

v Larelation entre le potentiel et le champ est donc :

- L — av _,
E(M)= E(r)e, = ~gradV = -—-2,
r

@ Pour r < R, I’équation de Poisson donne :

Soit, en intégrant une premiere fois :

av .
2L Py
dr E) 3
Soit, en intégrant une seconde fois :
prr A
Vir)=————-—+B
&0 6 r
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@ Pour r > R, I’équation de Poisson donne :

Soit, en intégrant une premiere fois :

Soit, en intégrant une seconde fois :

C
V@#r)=-—+D
r

@ On utilise, comme référence, le potentiel nul a I’infini :

V(o) =0=D

@ On utilise la continuité du potentiel en r = R :

p R A

VR =-2= -2 4B=

806 R

@ On utilise le fait que le champ E soit nul en O (centre de symétrie) et donc le fait que la dérivée de V soitnulleenr =0 :

dv
—_— =0=A
dr r=0

@ On utilise également la continuité du champ Eenr=R (densités volumiques de charges) et donc la continuité de la dérivée de

Venr=R:
dv _ pR_C
dr) _. &3 R?
D’ou:
D=0
A=0
R 3
_ﬁ - = £ = C = _ﬁ R_
g3 R? g 3
RZ
LAY P N P
&0 6
D’ou
2
vo<Rr=-L_ 2T
V(M) = 00
V=R =22
to) 3r
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1.17 Théoreme de Gauss pour la gravitation

SVF
X Démontrer le théoreme de Gauss pour la gravitation.

Ficure 27

X Démontrer ’expression du champ de pesanteur d’un astre sphérique de rayon Ry et de masse My

X Justifier que le champ de gravitation dans la grotte sphérique est uniforme :

X Théoreme de Gauss pour la gravitation :
On procede par analogie avec I’électrostatique :

Electrostatique Gravitation
Ve upy M ip)
E P TPM FoM) = ﬁ%ﬁp“ r m““ - 7G%L“p”
9 m,
5 & q m
S E
]
! .
2 N _
g dreg
O
L2 — —
(=9 F F
- . - .
E E=—° A=_-5
5 q m
w2
85
=g dg dm
z )= — = —
g g r dr H dr
£
2 = — Qint > — §
S| BE®-SE == | AP -dSP) = —4nGMi
&) £0

X Champ de gravitation crée par un astre

@ On considere un astre de rayon Ry et de centre O, de masse My répartie uniformément (on note u la densité volumique de masse

correspondante). On se place en coordonnées sphériques.

@ Cette densité volumique de masse vérifie en tout point P de I’espace :

ulrp>Ryx) =0
/,l(l‘p < Rx) =u= Cste

4
Onadonc: M, = ier%.

— —
@ On cherche le champ de gravitation crée en un point M de I’espace, repéré par ses coordonnées sphériques : A(M) = A(r, 0, §).

@ Symétries : I’axe (OM) étant un axe de symétrie, on a :

AM) = AM)C,
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@ [nvariances : la distribution de masse étant invariante par rotation d’angle 6 et ¢, on en déduit que le champ en M ne dépend que
der: .
AM) =A@ e,

@ Choix de la surface de Gauss : On choisit comme surface fermée X, le sphere, de centre O et de rayon r (passant par le point M)
comme représenté figure 28
Distribution de masse uniforme

ds
" Surface de Gauss ¥

Ficure 28 — Choix de la surface de Gauss

O = 5@5 A-d= 5@5 (AN, (d2e)) = 5@5 AT = 4nr2A(r)
X z z

@ Masse intérieure et théoréme de Gauss :

« Calcul du flux de A :

Soit M;,;, la charge a I'intérieure de la surface de Gauss, on a :

® = 47 E(r) = —4nG M,

Avec : 4
My (r > Ry) = Mx = §7TR§(,U
4 3 1‘4}(7‘3
Min(r < Rx) = 3THE Th
D’ou: M
. X(r>R)=—g2X?,
A= {° 7
A(r<R) = —%?r

X Calcul du champ de gravitation dans une cavité sphérique
@ On utilise le principe de superposition (ou 1’additivité des champs) :

A(M) Ay(M) Ay(M)

Ficure 29 - Principe de superposition

. e . P . ' ' N N . , . . . PN s .
@ Pour déterminer A (M), il faut déterminer A (M) et A,(M), c’est a dire déterminer le champ de gravitation crée a I’intérieur
d’une sphere pleine.
@ e théoreme de Gauss, permet d’obtenir rapidement ces champs (voir item précédent) :

e GMr _, 4Gpr _, MG —
AM) == e, =——F—¢€,=——O0M
- GM'r _, 4MGpr _, ATIGp ——
Ao = T @ = =22, = - 0M
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@ On en déduit : ; " .
Aoy = 3,0 - o) = -2 001+ 0N = 06

Le champ crée dans la cavité est donc indépendant de la posmon de M : il est uniforme.

1.18 Flux du champ magnétique stationnaire
SVF

Montrer que le flux du champ magnétique a travers une surface fermée est toujours nul.
Montrer que le flux du champ magnétique a travers une surface ouverte s’écrit :

ffB ds = 9§A-d_7

X Flux du champ magnétique a travers une surface fermée :
On part de I’équation de M® et on integre sur le volume V represente ﬁgure 30:

. P
/’ drpg Q. x
/@ Uds S
M /
//

\ _ M// ///’
Ficure 30 — Volume V et surface fermée
orientée S

divB(M) =0 = f f f divB(M)dry =0
v
On utilise alors le théoréme D’ Ostrogradsky :

f f f divB(M)dry, = # B(P)-dS(P) = # B(P)-dS(P) =

X Flux du champ magnétique a travers une surface ouverte :

On part de la relation entre BetA: . N
B =rotA

Et on prendre son flux sur une surface ouverte (S) s’appuyant sur un contour fermé (C), comme représenté figure 32 :

il
dlp

Ficure 31 — Surface ouverte S et

contour fermé orienté (C)

§=r§Z\’=>ffﬁ(M)-cE’szfr‘on(M)-cE’M
S S

On utilise alors le théoreme de Stokes :

ffrEEX(M)-(KM:SE Z(P)-&,):ffﬁ(MycﬁM:SB AP)-dip
N ©) N ©)
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1.19 Circulation du champ magnétique stationnaire
SVF

Démontrer le théoréeme d’ Ampere a partir des équations de Maxwell.

X On part de I’équation de MA, en régime stationnaire, et on calcule son flux a travers une surface ouverte (S') s’appuyant sur un contour
fermé (C), comme représenté figure 32 :

il
dip
Ficure 32 — Surface ouverte S et
contour fermé orienté (C)

rYﬁE’:ﬂoT:ffﬁ%ﬁwwﬁw=uoff7<M)-<KM=uoz
S S

On utilise alors le théoréeme de Stokes :

fff&ﬁmwcﬁw:gg B(P)-dip= @ B(P)-dlp=pol
S (&) ©)

1.20 Lignes de champ du champ magnétique stationnaire
SVF

=
Justifier que les Idc de B sont toujours fermées.

X Le fait que les Idc de B soient toujours fermées est lié a la non existence de charge magnétique.

. ) - . ~ ~ z .
X Supposant qu’en un point M de I’espace, commence une ldc de B. Alors, on peux construire une surface fermée entourant le point
—
M, comme représenté figure 33, telle que le flux de B a travers cette surface soit strictement positif. Ce résultat étant incompatible

avec I’équation de Maxwell - Flux, on en déduit, qu’on ne peut isoler de début ni de fin d’une 1dc et donc que celles-ci sont toujours
fermée.

Ligne de champ de B

o= [ [y B-d5>0

Surface fermée (X) entourant M

Ficure 33 — 11 n’existe pas d’extrémité aux lignes de champ de
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1.21 Application du théoreme d’Ampere
SVF

X Déterminer le champ magnétique crée en tout point de I’espace par une nappe infinie de courants
surfaciques.

X Déterminer le champ magnétique crée en tout point de 1’espace par une nappe infinie de courants
volumiques d’épaisseur a.

X Déterminer le champ magnétique crée en tout point de 1’espace par une cylindre infiniment long
parcourus par des courants surfaciques répartis uniformément.

X Déterminer le champ magnétique crée en tout point de 1’espace par une cylindre infiniment long
parcourus par des courants volumiques répartis uniformément.

X Déterminer le champ magnétique crée en tout point de 1’espace par un solénoide infini.

X Déterminer le champ magnétique crée en tout point de I’espace par un bobinage torique.

X Champ crée par une nappe infinie de courants surfaciques

@ On considere la nappe de courant représentée figure 34
z

M

Ficure 34 - Distribution surfacique plane de courant

@« Symétries : Le plan contenant le point M et parallele au plan (Oxz) est plan de symétrie de la distribution de courant : le champ

en M est donc suivant (Oy) : N
B(M) = B(M)€, = B(x,y,2) €,

—> — —_—>
@ Invariances : la distribution de courant ( j (P) = j(xp,yp) = Cste) est invariante par translation parallele a (Ox) et (Oy), on en

déduit que le champ en M ne dépend ni de x nide y :

B(M) = BIM)€, = B(2) @,

@ Invariance par symétrie : Le plan (Oxy) étant un plan de symétrie de la distribution des courants (IT), le champ en M’ (symétrique

de M par rapport au plan IT)est I’opposé du symétrique du champ en M :
B(M') = B(-2)¢, = -B(2) ¢,

@ Choix du contour d’Ampere : le contour choisi est représenté figure 35.
z

M(z) Blz)

A

Ficure 35 — Choix du contour d’ Ampere
@ Calcul de la circulation :

r= é B-dr= f (B)@,y) - (-dye,) + f (-B@7?,)- (dye,) = —2B()L
C AB

CD
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@ (Calcul des courants enlacés :

I~
Il

S >

&
~.|
n
&
)
=
p—
Il
~.
h

@ Théoreme d’ Ampere :

D’ou:

X Champ crée par une nappe infinie de courants volumiques

@ On considere la nappe de courant représentée figure 36

o

¥ /
a T

Ficure 36 — Distribution volumique plane de courant
@ Symétries : Le plan contenant le point M et parallele au plan (Oxz) est plan de symétrie de la distribution de courant : le champ
en M est donc suivant (Oy) :

<.

B(M) = BIM)@, = B(x,7,2) €,

@ Invariances : la distribution de courant (7(P) = 7()(}), yp) = Cste) est invariante par translation parallele a (Ox) et (Oy), on en
déduit que le champ en M ne dépend ni de xnide y :

B(M) = BIM)Z, = B(z) €,

@ Invariance par symétrie : Le plan (Oxy) étant un plan de symétrie de la distribution des courants (IT), le champ en M’ (symétrique
de M par rapport au plan IT)est I’opposé du symétrique du champ en M :

B(M') = B(-2)¢, = —-B(z) ¢,
@ Choix du contour d’Ampere : le contour choisi est représenté figure 37.

z
M B

Jp 2,

Ficure 37 — Choix du contour d’ Ampere

@ Calcul de la circulation :

r= 56 B-dr= f (B@2,)- (-dye,)+ f (-B@)¢,)- (dye,) = -2BG)L
C AB

CD
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@ (Calcul des courants enlacés :
On distingue deux cas :

v’ Cas ol M est en dehors de la nappe (z > a/2) :

z=ff7-<dsa>:j><aL
S

v Cas ol M est a I’intérieur de la nappe (z < a/2) :

z=ff7~(dsa>:j><zzL
S

@ Théoreme d’ Ampere : On distingue de méme les deux cas :
a
v Casouz> 3 :
Hod

F=56§'5;=ﬂ01:~3(2)=——j
C - 2

s/Casoil0<z<§:

I = 5673'5 = ol = B(z) = —pozj
c

D’ou: N p Lo
) f(”z)-‘a%-ioﬂ
B(M) = i(—— <5 < E#)O; —‘?]ze‘
B(Z< —5) X €,

X Champ crée par un cylindre infini parcouru par des courants surfaciques

@ On se place en coordonnées cylindriques et on considere le cylindre représenté figure 38

Az

Distribution
E< surfacique de

M~ 1 courant

/\— ’
—] /

X

Ficure 38 — Distribution cylindrique infinie de cou-
rants surfaciques
Avec :
I =2nRj

@ Symétries : Le plan contenant le point M et contenant I’axe (Oz) est plan de symétrie de la distribution de courant : le champ en

M est donc suivant €y :
B(M) = B(M)ey = B(r,6,2)¢y
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@ Invariances : la distribution de courant (Y(P) = 7(}’[1, Op,zp) = 7(}’[2)) est invariante par translation parallele a (Oz) et par
rotation d’angle 6, on en déduit que le champ en M ne dépend ni de z ni de 6 :

B(M) = BIM)@y = B(r) T

@ Choix du contour d’Ampere : le contour choisi est représenté figure 39.
AZ

/Distribution
o surfacique
a—

[ de courant
Js
TP €l
Contour d’Ampere (C) €g
..... M 4
r T
|
S S S
/ ’
\v/
:E P
—_ | 7

Ficure 39 — Choix du contour d’ Ampere

@ Calcul de la circulation :

r= 9§ B-dr=I= 56 (B(r) @) - (dITy) = 27rB(r)
C C

@ (Calcul des courants enlacés :
On distingue deux cas :

v Cas ou M est en dehors de la nappe (r > R) :
I =1=2nRj,

v Cas ol M est a I’intérieur de la nappe (r < R) :

@ Théoreme d’Ampere : On distingue de méme les deux cas :

v Casour>R:

v Casour<R:

B(M) = o
B(r<R)=0

X Champ crée par un cylindre infini parcouru par des courants volumiques

@ On se place en coordonnées cylindriques et on considere le cylindre représenté figure 38
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AZ

/Distribution
R volumique
S_/ de courant

j
P$
€p

/ ’
< |

&__/

Ficure 40 - Distribution cylindrique infinie de cou-
rants volumiques

Avec :
I=nR*j

@ Symétries : Le plan contenant le point M et contenant I’axe (Oz) est plan de symétrie de la distribution de courant : le champ en
M est donc suivant € : N
B(M)=B(M)¢y = B(r,0,2) ¢y

@ Invariances : la distribution de courant (7(P) = 7(rp, Op,zp) = 7(}’[))) est invariante par translation parallele a (Oz) et par
rotation d’angle 6, on en déduit que le champ en M ne dépend ni de z ni de 6 :

B(M) = BIM)Zy = B(r) €,

@ Choix du contour d’Ampere : le contour choisi est représenté figure 41.

Az
Distribution
o volumique de
M~ courant
Jp
, IP .
Contour d’Ampere (C) €9
,,,,,, M e
r ™
<
S S S y
/ — 0
—] /
- |

Ficure 41 — Choix du contour d’ Ampere
@ Calcul de la circulation :

r= § B-dr=T-= 56 (B(r) @) - (dI2y) = 27rB(r)
c c
@ Calcul des courants enlacés :
On distingue deux cas :
v’ Cas ol M est en dehors de la nappe (r > R) :
I=1=nR*j
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v Cas ou M est a I'intérieur de la nappe (r < R) :

@ Théoreme d’Ampere : On distingue de méme les deux cas :
v Casour>R:

v Casour<R:

2
=z 7 Hor
I'= B -dr= I =B 1
SEC "= Ho7; (r) =5
D’ou !
Bir>R=:C72,
B(M) - zﬂorr —
B(r<R) = 51
X Champ crée par un solénoide
@ On considere le solénoide représenté figure 58
~-- 7R 7777777777
/ 1

Ficure 42 - Modélisation du solénoide infini
@ On se place en coordonnées cylindriques, comme représenté figure 43

Y

A €y -

8, O
S

Ficure 43 — Coordonnées cylindriques
@ Symétries : Le plan contenant le point M et perpendiculaire a I’axe (Oz) est plan de symétrie de la distribution de courant : le
champ en M est donc suivant (Oz) : N
B(M)=BM)¢. = B(r,0,2)¢,

@ Invariances : la distribution de courant est invariante par translation parallele a (Oz) et par rotation d’angle 8. on en déduit que le

champ en M ne dépend ni de zni de 6: N
B(M) = B(r)e,

@ Choix du contour d’Ampere : On choisit la circulation représentée figure 44
L
B (7”2) A

T2

i

FiGure 44 — Choix de la circulation

S
/A/
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@ Calcul de la circulation :
r= 95 B.dr= f (B(r))T.) - (~dze,) + f (B(r)€,) - (dz€,) = (B(r) = B(ry)) L
c AB cD

@ Calcul des courants enlacés et théoreme d’ Ampere :
On distingue les différentes cas :

v 11 > Retr, > R : les courants enlacés sont nuls. On a donc :
B(r, >R) = B(r; > R)

Le champ magnétique est donc uniforme a I’extérieur du solénoide.

v 1 < Retr, <R:les courants enlacés sont nuls. On a donc :
B(}’z < R) = B(i’] < R)

Le champ magnétique est donc uniforme a I’intérieur du solénoide.

vV ri<Retr, >R. Onaalors:

Ou N est le nombre de spires enlacées et ou n = N/L est le nombre de spires par unité de longueur du solénoide.
Et donc :

B(ry < R)— B(r, > R) = uonl

En considérant que le champ magnétique a I’extérieur du solénoide est nul (le champ magnétique reste confiné a I’intérieur du
solénoide : aucune ldc ne sort du solénoide), on obtient :

- B(r <R) = ponl@.
B(M) = Blr<R)=pnle;
B(r>R) =0
o | La démonstration se fait obligatoirement en démontrant que B est uniforme 2 I'intérieur et  Iextérieur du
solénoide

page 38 sur 67 2023—2024 ©GR Fichier : SVF5_EM_corrige



Révisions SVFS5 : Electromagnétisme

PC* Joffre

1.22 Spire

SVF

Soit une spire de rayon R, parcourue par un courant /.

Ficure 45 — Champ crée par une spire en un
point de I’axe
Le champ magnétique crée par la spire en un point M de 1’axe est de la forme :

. I N
B@@:%wmwg
X Montrer que le champ magnétique crée en un point M’ proche de I’axe est de la forme :

B(M') = B.()@. + B.(r,0) @,

rdB
B.(r,2) = _Ed_zz

X Déterminer le champ magnétique crée en tout point de I’axe (Oz), par un disque (isolant) uniformé-
ment chargé, en rotation autour de I’axe (Oz) a la vitesse angulaire constante w.

X Tracer les lignes du champ magnétique crée par une telle spire.

X Champ magnétique crée au voisinage de I’axe d’une bobine parcourue par un courant

@ Soit un point M de I’axe (Oz) et soit un point M’, proche de I’axe (Oz) de coordonnées (r, 4, z) avec r << |z|, comme représenté
figure 46

\J
I\

Ficure 46 — Champ crée en un point proche de 1’axe (Oz)
@ [ axe (Oz) étant un axe d’antimsymétrie de la répartition des courants, le champ en M est porté par (Oz) :

B(M) = B.(2) .

@ Le plan contenant I’axe (Oz) et le point M’ étant un plan d’antisymétrie de la distribution des courants, le champ en M’ appartient
aceplan: .
B(M') = B(M')¢. + B(M')¢,

@ Invariances (pour M’) : la distribution des courants étant invariante par rotation d’angle 6, le champ en M’ ne dépend pas de 6 :
B(M') = B.(r,2) €, + B,(r,2) ¢,
@ Le point M’ étant proche de 1’axe, on suppose que B,(r, z) ne dépend pratiquement que de z :
B.(r,z) = B.(2)

On obtient donc : N
B(M) = B,(2)@.

B(M') = B.(2) 2. + B,(,2) ¢,
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@ On considere le cylindre d’axe (Oz), de rayon r, de longueur dz, comme représenté figure 46. La surface du cylindre étant une
surface fermée, le flux de B a travers le cylindre est nul :

0 = 7r*B.(z) — nr’* B,(z + dz) — 2nrdzB.(r, 2)

D’ou
B.(r2) = r dB,
\r2) = ZdZ
I
9/ o
° - At > 2
MU

FiGure 47 — Cylindre passant par M et M’
X Champ magnétique crée par un disque tournant

@ On considere le disque représenté figure 48. Le disque isolant, de rayon R, porte une charge Q répartie uniformément. On définit
o la densité surfacique de charge :
Y

o= —=
R2

M

Ficure 48 - Disque isolant chargé en rotation autour de sons axe
@ Ce disque est mis en rotation a la vitesse angulaire constante w. Les charges, fixes dans le référentiel i€ au disque, sont entrainées
a la vitesse angulaire w. On décompose alors le disque en spires élémentaires de rayon r, a dr prés. Le courant élémentaire
parcourant une spire élémentaire de rayon r vaut :

2
g = 8@ _ 2mrdro s
T T
arf DT
/9 \\\\
Py S

dr

Ficure 49 — Spire élémentaire sur le disque
@ On en déduit le champ magnétique élémentaire crée par la spire élémentaire au point M de ’axe (Oz) situé a la distance z du
plan de la spire :
— _ Mod/

dB="—sin’07.
2r i
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Avec :
. r
sinf) = ——
Vr2 + 72
D’ou
3
— oW r

dB = dr

2 (2+ Z2)3/2
On pose alors :

u=r*+7"=du=2rdr

On obtient donc :

&l
[

z

uocw T o 2upow (u - zz) N
_— e, due

2 W T T e

Soit :

—  2upow [ du 2du\
dB = 7 ((u)”z —(u)3/2)e,

@ On intégre alors pour u variant de zZ 4 2> + R :

§_2,uo()'u) fZZJrRz du 2f12+R2 du )
"2 e e L )t

— 1 1)\
B =/1()0'a)((\/R2+z2 +z)+zz(— - —)) e,

X lignes de champ du champ magnétique crée par une spire

lan méridien o
P autre plan méridien

équivalent

rotation -
quelconque

-
-

axe de révolution

4 de la spire \ 4

Ficure 50 — Lignes de champ du champ magnétique crée par une spire
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1.23 Bobines plates
SVF

X A partir du champ crée par une spire, déterminer le champ crée par une bobine plate en tout point de
son axe.

X Montrer que le champ magnétostatique crée par deux bobines plates identiques, coaxiales, distantes
de leur rayon, permet d’obtenir un champ hyperstationnaire entre les deux bobines (configuration
Helmbholtz)

X Montrer que le champ magnétostatique crée par deux bobines plates identiques, parcourues par des
courants de sens opposés, coaxiales, distantes de leur rayon, permet d’ obtenir un champ quasi-linéaire
entre les deux bobines (configuration anti-Helmholtz)

X Montrer que 1’association judicieuse de trois paires de bobines plates en configuration Helmholtz,
permet de compenser localement le champ magnétique terrestre (que 1’on supposera statique).

X Montrer que I’association judicieuse de deux bobines plates, alimentées par des courants sinusoidaux,
permet de crée en un champ magnétique tournant.

X En partant du champ crée par une méso-bobine plate, déterminer le champ magnétostatique crée par
un solénoide de longueur fini en tout point de son axe.

X Champ magnétique crée par une bobine plate

@ On considere la bobine représentée figure 51

Ficure 51 - Champ magnétique crée par une bobine

@ Chaque spire k crée en M un champ §,\ de la forme :

- I
Bo(M) = %e sin® 6,

@ La bobine étant plate (e << R), on considere que les angles 6, sous lesquels les spires sont vues depuis M sont tous égaux a 6 :
Hk ~ 0

On obtient donc, par additivité des champs :
B(M) = E B = ol E sin® 6, ¢, ~ Kol x Nsin® 67¢,
/v b < 7 R N <

D’ou :

X sin° 0,

X Champ magnétique crée par deux bobines plates (configuration Helmholtz)

@ On considere deux bobines en configuration Helmholtz, comme représenté figure 52
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FiGure 52 — Bobines en configuration Helmholtz
@ On utilise I’additivité des champs :

B(M) = B1(M) + By(M)

Oou 1_§] (M) (respectivement §2(M )) est le champ magnétique crée en M par la bobine 1 (respectivement la bobine 2).
@ Sachant que :

- NI
B,(M) “ER sin® 6, @
— IUQNI 3 >
B>(M 0,°¢.
2(M) SR SIbae;
On obtient :
— N NI R R3 .
B=Be, =X Z.

Ou f est la fonction qui vérifie :

o (1 +(§)2)(;>

@ Le développement de Taylor de f(Z) autour de d/2 est alors de la forme :

d = 3d = 3 d? - 2 d?
f(ziz)za(;)—mX(y(2)xz—ﬁ(l—ﬁ)xa(;)x;—!Oﬁazl+m

@ En considérant que z << % et en utilisant le développement de Taylor, on obtient :

- /J()NI -3/2 3 d2 -7/2 Z2
B(z)—W(ZXQ —ZXF l_ﬁ X XE

Ainsi ce champ ne dépend pas de zsid = R
@ On obtient alors :

NI NI (4\*? NI
B(z) = ”—SR x2x a3 = B0 (—) ~

R 5 R
X Champ magnétique crée par deux bobines plates (configuration Anti - Helmholtz)

@ On considere deux bobines en configuration Anti-Helmholtz, comme représenté figure 53

Ficure 53 — Bobines en configuration Anti-Helmholtz
@ On utilise 1’additivité des champs :

B(M) = B{(M) + By(M)

Ou El (M) (respectivement §2(M)) est le champ magnétique crée en M par la bobine 1 (respectivement la bobine 2).
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@ Sachant que :
— NI . .
-~ o sin® 0, ¢

On obtient :

Ou f est la fonction qui vérifie :

o (1 . (%)2)(3)

@ Le développement de Taylor de f(Z) autour de d/2 est alors de la forme :
2 dZ

3 d* 2y 8
—2(1——2)X(1’(2)X2—!OUG’:1+M

f(‘_’iz):auu%m(;)xz_R

@ En considérant que z << % et en utilisant le développement de Taylor, on obtient

2R?

Ainsi ce champ est proportionnel a z

X Compensation du champ magnétique terrestre
@ On utilise le champ magnétique crée par deux bobines plates en configuration d’Helmholtz.

@ Avec 3 couples de bobines d’Helmholtz, d’axes (Ox), (Oy) et (Oz), on obtient 3 champs magnétiques :

> NI,
Boy = B,é, avec B, = Ho ¥
ﬂoﬁly

5 =
Bo, = Byé, avec B, ~
HoNI

'3 =
Bo. = B.é; avec B, =

Le champ magnétique résultant est la somme de ces 3 champs :

= poN o 2 Z
B = T (Ixex + I}'ey + Izez)

Ce champ magnétique doit compenser exactement le champ magnétique terrestre : B=-Br:on ajuste les valeurs des courants

I, I, et I, pour que cette compensation soit effectivement réalisée.

@ Exemple de dispositif de compensation du champ magnétique terrestre :
2023—2024 ©GR Fichier : SVF5_EM_corrige
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Ficure 54 — Dispositif de compensation du champ magnétique terrestre

X Champ magnétique tournant

@ On considere le champ magnétique crée par deux bobines plates identiques (rayon R, épaisseur e, N spires) , 'une d’axe (Ox) et
I’autre d’axe (Oy), comme représenté figure 55.

T

Ficure 55 — Obtention d’un champ magnétique tournant

@ Labobine 1 est parcourue par le courant :

» T

i1(t) = I cos wt

et la bobine 2, par le courant :
ir(t) = I sinwt

@ Par additivité de champs, on obtient facilement le champ crée en O :
B(0) = B1(0) + B»(0) = ’“‘g—R sin’ 6 (cos wr @, + sinwr @)

Soit, en introduisant le vecteur radial e, :

— NI N
B(0) = ”;—R sin’ 62,

Le champ en O est donc un champ tournant

X Champ magnétique crée par un solénoide de longueur fini en tout point de son axe
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@ On considere le solénoide de longueur / finie, de rayon R, parcouru par un courant / et comportant N spires, comme représenté
figure 56

z
I

l

FIGURE 56 - Solénoide de longueur finie

@ Dans le cadre de ’approximation des milieux continus, on décompose le solénoide en méso-bobine d’épaisseur élémentaire dz,
comme représenté figure 57

LA

LAALAAARALL AR

TN LT
PP
~~~\"‘~JUFHHHHHHHHHHH
\ Innn AR HLL

D e

FiGure 57 — Décomposition du solénoide en méso-bobine
@ Le champ magnétique crée en M par la méso-bobine, située a une distance z de M, vaut donc

— d/
dB = Hoes sin® 6
2R
Ou:
dl = dNI = nldz
D’ou: ,
dB = ,u;; sin® 6dz e
@ Sachant que :
R
7=——=dz=- do
tan @ sin2 [}
On en déduit le champ dB
. I N
dB = —HY sinedee.
@ On en déduit le champ en M crée par le solénoide
0,
—> ,Ll()}’l] /J() nl
B =- n6doe cosf]? ¢
fe, > 2 [ ]9 €
Soit :
B = llo

(cos by —cos b)) €.

@ Notons que I’on retrouve le champ crée par un solénoide infini (en tout point de son axe) en prenant 6, = ret 6, = 0
—>
B = uonl e,

1.24 Energie magnétique
SVF

Déterminer I’énergie magnétique des distributions de courant suivantes
X Solénoide infini (Energie par unité de longueur)
X Bobinage torique

X D’un cable coaxial (Energie par unité de longueur)
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X Energie par unité de longueur d’un solénoide infini
@ On considere le solénoide représenté figure 58

\ / ‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\1\ I
\ \\ W '

A AL
RN NN

WO ]
| /| (R

T
v

H‘HHHHH\HHHHH\HHHHHHHH\HHHHHHHHHHHHH
|
"

Il | |
///'/'//'////'/'///'/'//'////'/'///'/'//'///////////////////////////////////////

Ficure 58 — Modélisation du solénoide infini

@ Le champ magnétique crée en tout point M de I’espace est de la forme (voir items précédents) :
B = E(r <R) = }i(gll[?z
B(r>R) =0

@ [’énergie magnétique d’une portion de solénoide de longueur L est égale a :
BZ
E, = f f —dr
" v 2410

ou V est la portion d’espace comprise entre les plans d’abscisse O et L.
Ik

D’ou:
z=L =00 B2
E, = f f —2nrdrdz
z=0 r=0 2,“()

Soit, sachant que le champ est nul a I’extérieur du solénoide :
z=L r=R 1
f pon*Prrdrdz = uon*I? x EnRzL
r=0

z=0

E, =
1
Ey = zﬂ()”zlz X 7TR2

D’ou, I’énergie linéique :

X Energie par unité de longueur d’un Bobinage torique

« Champ magnétique crée par un bobinage torique
v Soit le bobinage représenté figure 59
z e: s
T Reeo
;r

@)

D

Ficure 59 — Bobinage torique
v’ Vue la symétrie du bobinage, on utilise le repere cylindrique. Le champ crée en tout point M de 1’espace par le bobinage est

de la forme : N .
B(M) = B(r,0,z)
v Leplan (M, €, €y) étant un plan de symétrie de la distribution des courants, le champ g(M) est perpendiculaire a ce plan,

il est donc suivant e : .
B(M) = B(r,60,2) €y

v’ La distribution des courants étant invariante par rotation d’angle 6, le champ ne dépend pas de 9 :

B(M) = B(r,2) ¢
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v Choix de contour d’ampere : on prend le cercle d’axe (Oz) de rayon r (passant par M).

v Calcul de la circulation :

r=9§ B.di=b Broen @en=db Beod= 200802
() (©) ©)

v L’application du théoreme d’ Ampere donne directement :

I' =2nrB(r,z) = ol

v Etude des différents cas :
& M est a I’'intérieur du tore
Dans ce cas la:

FiGure 60 — Cas ou M est a I’inté-
rieur du tore

& M est a I’extérieur du tore
Danscecasla:
I=0= B(r,z) =0
< En supposant que le rayon du tore (R,,) est grand devant le rayon d’une section (a), on peut considérer que, pour un
point M dans le tore :

R +R NI
=2 03 By =0 =

R,>a=r=R, = — iR, Cy

On obtient donc :
HoNI

« KEnergie magnétique d’un bobinage torique

v L’énergie magnétique du bobinage est égale a :

B2
i
espace entier 2,“0

v’ Sachant que le champ est nul a I’extérieur du tore, on obtient :

B,
E, = f f f ——dr
tore 2#()
Soit! :
2 2

B: B:
E,=-" fff dr = ™ x21°a’R,,
2:“0 tore 2/40

_ HoN?I?a? _ HoN?*I*(R, — R))
4Rl‘ll 4Rm

En

1. Le volume d’un tore de rayon R,, et de section de rayon a vaut 27%a>R,,
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X Energie par unité de longueur d’un cable coaxial
@« Champ magnétique crée par un cable coaxial

v On considere le cable coaxial représenté figure61

L

FiGure 61 — Cable coaxial
Les cylindres de rayons R) et R, (I"ame et la tresse) sont considérés comme étant des conducteurs parfaits : ils sont de siege
de courants surfaciques j, = js €. et jo = jo e tels que :

I = 27TR]jS] = —27TR2J";2

Vue la symétrie du bobinage, on utilise le repere cylindrique. Le champ crée en tout point M de I’espace par le bobinage est
de la forme :

B(M) = B(r,0,7)

Le plan (M, €, €,) étant un plan de symétrie de la distribution des courants, le champ g(M) est perpendiculaire a ce plan,
il est donc suivant €y :

B(M) = B(r,0,2) ¢,

La distribution des courants €tant invariante par rotation d’angle 6, et par translation parallele a (Oz), le champ ne dépend
pasdefnide z:
B(M) = B(r) <,

Choix de contour d’ampere : on prend le cercle d’axe (Oz) de rayon r (passant par M).

Calcul de la circulation :
I = 95 B-dl = (B(r,2)€g) - (dl€p) = 56 (B(r,z)dl = 2rB(r, 2)
©) ©) ©)

L’application du théoréeme d’ Ampere donne directement :
I' =2nrB(r,2) = ol

Etude des différents cas :

& Cas ol r < R (conducteur parfait) : / =0 = B(M) =0
& CasouR; <r<Ry:I=1,dou:

Hol
B(r) = —
") 2nr
& Casour>Ry:I=1-1=0= BM)=0
& Conclusion :
B(r<R) =0
Zoan _ = _ Mol
B(M) = B(R <r<R))=—¢ey
N o 2nr
B(r>R) =0

« Energie magnétique d’un cable coaxial
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v L’énergie magnétique du cable est égale a :

B2 r=R, I 2 1
Em = fff _dT = f (&) —rdrd9dz
espace entier 210 r=R, 2rr ) 2up

E,, I =R g I? R
Em[ = — = /1—0 X ZﬂLf _I" = ,u_() Lln _2
L 8n? =R, T 4 R,

Soit :

Soit enfin :

E, > (R
Eml = — = Ho ln _2
L 471' R 1

1.25 Potentiel crée par un dipole électrostatique
SVF

Démontrer 1’expression du potentiel électrostatique crée par un moment dipolaire 7 en un point M trés
éloigné.

X On considere le dipdle représenté figure 62, caractérisé par le moment dipolaire p = q?.

AY
gr
€p
M
r_
T+
y 0
N P z
—-q +q g
—
FIGURE 62

X On souhaite calculer le potentiel électrostatique crée par ce dipdle en un point M éloigné (r >> a = NP), pour cela on utilise
I’additivité des potentiels :
q q

V(M) =
(M) dnggry  4dnmegr-

X On exprime ensuite les distances r_ et r,. en fonctionde r, a et 0 :

a

ey —_— — 2
2 = INMIP = ING + OMP* = ||( 2) 2o+t P =+ (g) — arcosd

2
a a
2 = IPMIP = PO + OMIP =1|(5) @+ 1@ =+ (5] +arcose
X On fait alors apparaitre I’infiniment petit a/r dans les deux expressions précédentes et on ne garde que les termes d’ordre 1 :

2 1 1
=7 l+(i) Y zrz(l—gcosé?)ﬂ—:—(l+£cos0)
2r r r r 2r

ry
2 1 1
=7 l+(£) +Ec059 zrz(l + gcosﬁ):> — = —(1 - icosF))
2r r r r- r 2r
X Enremplacant 1/r_ et 1/r, dans I’expression de V(M), on obtient :
VM) = 9 __q _qacost _ -7
dnegry  dmegr-  dnegr?  4dmegrd
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1.26 Champ électrique crée par un dipole électrostatique
SVF

Démontrer I’expression du champ électrostatique crée par un moment dipolaire 7 en un point M trés
éloigné.

X Pour déterminer le champ électrostatique crée par le dipdle, on part du potentiel électrostatique crée par le dipole :

E(M) = —gradV(M)

= _ T = " ar 4rreord
EM) = 10V gasin®
Eg=—-——— = g
rol  Adneyr

oV 2qacosf

1.27 Lignes de champ du champ crée par un dipole électrostatique
SVF

Montrer que 1’équation des lignes de champ du champ électrostatique crée par un dipdle sont de la forme
(coordonnées polaires) :
r=Ksin?6

X Pour trouver I’équation des lignes de champ, on utilise la relation :

—

EAdr=0 = E, xrdd = Eyxdr

Soit : )
2gacos 6 « rdg = 22 sin 6
4nggr’ 4regr3
Et donc :
dr
2cotfdf = —

Soit, en intégrant :
2In(sin@) = In(r) + Cste
D’otl :
r = Ksin? 6

1.28 Action sur un dipdle électrique
SVF

Un dipdle électrique est placé dans un champ électrostatique uniforme :
X Décrire qualitativement, le comportement du dipdle.
X Calculer les actions mécaniques s’exercant sur le dipdle

Reprendre ces questions lorsque le dipole électrique est placé dans le champ crée par une charge ponctuelle
0 > 0 (fixe).

X Mouvement d’un dipdle électrique placé dans un champ électrostatique uniforme
<« Approche qualitative :
v’ Le champ électrique étant uniforme, la résultante des forces est nulle : on n’observe aucune translation du dipdle.
v Le dipdle tend a s’aligner avec le champ : 2 1’équilibre 7 et E sont colinéaires. Lorsque p et E sont colinéaires et de méme
sens, 1’équilibre est stable et lorsque P et E sont colinéaires et de sens opposé, I’équilibre est instable, comme indiqué
figure 63.
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e e
F(N) N p F(P) P F(P) F(N) N
- ~ 5 ; - ; > 5 - » >
—_— ® e, B @e,
p=qNP pP=qNP
B
P F(P) P F(P) 3

A
=
Q
@
D
=
S
|
£
Z
V
@
D
sy

0 = 0 est une position d’équilibre stable 0 = 7 est une position d’équilibre instable

Ficure 63 - Positions d’équilibre d’un dipdle placé dans un champ uniforme

Conclusion : placé dans un champ électrique uniforme, un dipdle ne translate pas, il tourne afin de s’orienter dans le sens du
champ.

@« Approche quantitative :
v Larésultante des forces appliquées au dipdle vaut :

—

F=qE(P)-gE(N) = gE —gE = 0
Notons que I’on peut également utiliser :
F:(ﬁ-grad)fz 0

conclusion : placé dans un champ électrique uniforme, un dipdle ne translate pas.

v’ Le couple appliqué au dipdle vaut :
T'=PAE =pEsinge,

Ce couple s’annulant a I’équilibre, on a deux positions d’équilibre correspondant a8 = O et 6 = 7.

v L’énergie potentielle du dip6le placé dans le champ E vaut :
E,=-7p- E = —pEcos#

A I"équilibre cette énergie potentielle est extrémale : on retrouve les deux positions d’équilibre 6 = O et 6 = 7.

Stabilité :
d&’E, . PR
& 0=0: 5 = pE > 0 = Position d’équilibre stable.
6= /g-0)
d@’E, . DU
& O0=nm: a7 = —pE < 0 = Position d’équilibre instable.
(0=m)

Conclusion : placé dans un champ électrique uniforme, un dipdle tourne afin de s’orienter dans le sens du champ.

X Mouvement d’un dipole électrique placé dans le champ crée par une charge ponctuelle
@« Approche qualitative :

v’ Lorsque le dipdle est placé dans le champ crée par la charge ponctuelle +Q, en étant déja parallele et de méme sens que E,
il est attiré par la charge car, le champ en N étant en norme plus important que le champ en P, la résultante des forces est
dirigée vers la charge, comme représenté figure 64. On peut généraliser ce résultat en affirmant que dans le cas d’un dipdle
placé dans un champ non uniforme, celui translate en direction des zones de champ fort.
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Ficure 64 - Translation du dip6le vers la charge

v’ Lorsque le dipdle est placé dans le champ crée par la charge ponctuelle +Q, dans une position quelconque, il subit la méme
résultante des forces que précédemment mais est soumis en plus a un moment (en O’) le faisant s’aligner avec le champ

comme représenté figure 65.

r
>
FIGURE 65 - Translation et rotation du dipdle
@ Approche quantitative :
v Larésultante des forces appliquée au dipdle vaut :
F = (?f : grad) E
Sachant que :
P =pcospé,+ psingey
p—1 0 _, N 10_,
rad=—e¢,+-——¢
S P Y
s 4 Q d
E=EO)= )
( dnggr?
On en déduit :
1oy 0

- 0
F = pcosd)a— + psing
r

Sachant que

a(e,) >
06

0

= 2
r 00 ) dneor? '
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On obtient :
Op

.
F = S
dregr-

(—2cos¢p e, +singey)

v On peut retrouver ce résultat en utilisant le principe des actions réciproques : F est I’opposée de la force exercée par le
dipdle sur la charge +Q en O.
v’ La couple appliqué au dipdle vaut :
=2 — - . —
I'=pANE=-pEsinge,
Ce couple s’annulant quand la rotation s’arréte, on a deux positions d’équilibre (de rotation) correspondanta ¢ = O et ¢ = 7.

Conclusion : placé dans le champ électrique crée par une charge ponctuelle, un dipdle tourne afin de s’orienter dans le sens
du champ et translate en se dirigeant vers les zones de champ fort.

1.29 Potentiel crée par un ion
SVF

Montrer que le potentiel électrostatique crée par un ion (de charge Q) est en pratique le potentiel crée par
une charge Q placée au barycentre des charges de ’ion.

X Soit la distribution discrete de charges représentée figure 66, modélisant un ion.

O= barycentre des charges ¢;

FIGURE 66 — Modélisation d’un ion

X Le potentiel crée par cette distribution en M vaut :

i=N 0
V(M) = :
o 4dregr;
Avec :
_ — R ——
rP=AMIP = A0+ OMIP = |- d;i+ PIP =a; +1* -2d; 7
X Sachant que || @;|| << r, on peut écrire :
2 Z e —
r?:rz[l——’z+2 ’ ']wz(l—z ’ )
r r

On en déduit :

i=N _ i=N _ a) . E»
V(M) — QI — ql (1 + 4 i')
o 4dreor; e dreogr r
Soit :
i=N
Z (qid)- T
0 i=1
V(M) = +

(M) 4regr r3
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X On considere que O est le barycentre des charges. On a alors :
=N =N R
Z qiOA; = Z gid;=0
i=1 i=1
D’ou:
V(M) = Q

dregr
On obtient ainsi, le potentiel crée par une charge ponctuelle Q = ijv q; placée au barycentre des charges.

1.30 Potentiel crée par une molécule polaire
SVF

Montrer que le potentiel électrostatique crée par une moléculigeutre possédant un moment dipolaire 7 est
en pratique le potentiel crée par un moment dipolaire p = gNP ol g est la somme des charges positives de
I’édifice, ou N (resp. P) est le barycentre des charges négatives (resp. des charges positives) de 1’édifice.

X Soit la distribution discrete de charges représentée figure 66, modélisant une molécule neutre polaire.

P= barycentre des charges gp > 0

N= barycentre des charges qny < 0

Ficure 67 — Modélisation d’une molécule neutre polaire
X Le potentiel crée par cette distribution en M vaut :

i=N o
V(M) = !

~ dreor;
-
Avec :

—_—> —_—> —_—>
= AM? = |A0+OM|* =@+ FI*=a’+r* +2d;- 7
X Sachant que Il << r, on peut écrire :

a’ a;-e a;-e
ri2 r2[1+'2+21 ')zr2(1+21 ')
r r r
D’ou : o
LI O (7 N N (37!
roor r r r
On en déduit :

i=N 0 i=N g a» . ?
vy =y 3 ALy S
- dreor; s dregr r
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i=N

Soit, sachant que Z qi=0:

i=1

i=N
Z (qid)- 7

Vi) = S

73

X on introduit les points P et N respectivement les barycentres des charges positives et négatives :

i=Np i=Np

Z qgpOAp Z C]/)Zl)p
op = 7! _ el
i=Np i=Np
Z qr Z qr
p=1 P=1
i=Ny i=Ny
Z (]POAN Z C[NZ[N
041\7 _ N:-l _ Nfl
i=Ny i=Ny
Z 4qn Z 4N
p=1 N=1
On obtient alors :
i=N
(qid)- 7
VM) = S

1.31 Polarisabilité et modéle de Thomson
SVF
Montrer que le modele de Thomson (ou modele de Mosotti) permet de déterminer une expression littérale

de la polarisabilité d’un édifice atomique :

a=47R3/Z

Ou R est le rayon de 1’édifice.

X Modele de Thomson
@ Dans ce modele on considere que 1’atome est constitué d’une charge positive Ze (noyau) répartie uniformément dans une sphere

de rayon R, de centre P (barycentre des charge positives) et d’électrons (de masse m, de charge —e) se déplacant librement a

I’intérieur de la sphere.

Noyau (Q = Ze)

‘7 Electrons

Ficure 68 — Modele de Thomson
@ Le champ électrostatique crée par le noyau, en tout point M du noyau (repéré par ses coordonnées sphériques, de centre P),

s’obtient facilement en appliquant le théoreme de Gauss :

Z:(M) Zer _,
= ——= €,
471'8()R3
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@ La force exercée par le noyau sur un électron, en M, vaut donc :

B Zetr > - Ze? o
dregR3 " 4y R3

F(M) =

Ainsi, cette force est attractive : en 1’absence de champ extérieur, la position d’équilibre des électrons est au centre de 1’atome
(r=20).
. 2 . 2N 192 . . .
@ En présence d’un champ extérieur £, le PFD appliqué a I’électron, en régime stationnaire donne :

—> Zez > —
=——F —¢E
4reyR3
Soit : R
? = _& E
Ze

@ Le moment dipolaire induit par le déplacement de 1’électron vaut :

N . 4ngoR

@ e moment dipolaire induit par le déplacement des Z électrons est donc :
7 =ZP 1. = 4nsoR® wWE
@ La polarisabilité o de I’atome étant définie par la relation : p = asgg E) on en déduit :
@ = 47R?
Ainsi :
La polarisabilité d’un édifice atomique de rayon R est de I’ordre de grandeur de R3

X Modele de Mosotti

@ Dans ce modele on considere que 1’atome est constitué d’un noyau ponctuel P (de charge Ze) et est entouré par un nuage
électronique sphérique, de rayon R, indéformable de centre N (barycentre des charges négatives), de charge totale —Ze.

@ Le champ électrostatique crée par le nuage électronique, en tout point M du nuage (repéré par ses coordonnées sphériques, de
centre N), s’obtient facilement en appliquant le théoreme de Gauss :

Zer _,

EM) == e

@ La force exercée par le nuage électronique sur le noyau, avec P = M, vaut donc :

VAT N Z2e?
-, =7
dregR3 " 4negR3

N
F(P) = =
Ainsi, cette force est attractive : en I’absence de champ extérieur, N et P sont confondus.
. - P . .
@ En présence d’un champ extérieur E, on considére que vu son inertie, le noyau reste fixe : le nuage se translate de 7y sans se
déformer.

Nuage électronique (—Q = —Ze)
Nuage électronique (—Q = —Ze)

Noyau (Q = Ze)

Noyau (Q = Ze)

E=0 E+0

FiGure 69 — Modele de Mosotti
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Sachant que la force exercée par le nuage électronique vaut alors (en remplacant 7 par — 7 y) :

Z%e?
4regR3

F(P)

et en utilisant le principe des actions réciproques, le TRC appliqué au nuage électronique, en régime stationnaire, donne : :

—> Zzez —
0=——"——-7y—ZeE
4reoR3
Soit : N
. Zew -
ry=-———=
v 47T8()R3

@ [e moment dipolaire induit par le déplacement d’un électron vaut :

@ Le moment dipolaire induit par le déplacement des Z électrons de 1’édifice atomique est donc :
P=ZP1= 47T8()R3VVE
@ La polarisabilité « de I’atome étant définie par la relation : p = a/eof, on en déduit :
@ = 47k}
Ainsi :

La polarisabilité d’un édifice atomique de rayon R est de I’ordre de grandeur de R?

1.32 Actions mécaniques subies par un dipole magnétique
SVF

Un dipdle magnétique est placé dans un champ magnétostatique uniforme :
X Décrire qualitativement, le comportement du dipdle.
X Calculer les actions mécaniques s’exercant sur le dipdle

Reprendre ces questions lorsque le dipdle magnétique est placé dans le champ crée par un autre dipdle
magnétique (fixe).

X Mouvement d’un dipdole magnétique placé dans un champ électrostatique uniforme
@« Approche qualitative :
v Le champ magnétique étant uniforme, la résultante des forces est nulle : on n’observe aucune translation du dipdle.
T A PR T N 192 .1 - PR —» - -, ~
v Le dipole tend a s’aligner avec le champ : a_l équilibre 7i et B sont colinéaires. Lorsque 7 et B sont colinéaires et de méme
sens, 1’équilibre est stable et lorsque 71 et B sont colinéaires et de sens opposé, I’équilibre est instable.
Conclusion : placé dans un champ magnétique uniforme, un dipdle magnétique ne translate pas, il tourne afin de s’orienter dans
le sens du champ.
@ Approche quantitative :
v La résultante des forces appliquées au dipdle vaut :
— s T\ = —
F = (m . grad) B=0
conclusion : placé dans un champ magnétique uniforme, un dipdle ne translate pas.
v’ Le couple appliqué au dipdle vaut :
=g - 7 . —
I'=m A B=mBsinfe,

Ce couple s’annulant a I’équilibre, on a deux positions d’équilibre correspondanta 8 = 0 et 6 = .

page 58 sur 67 2023—2024 ©GR Fichier : SVF5_EM_corrige



Révisions SVFS5 : Electromagnétisme PC* Joffre

v L’énergie potentielle du dip6le placé dans le champ B vaut :
E,=-ni- B = —-mBcos

A I"équilibre cette énergie potentielle est extrémale : on retrouve les deux positions d’équilibre 6 = O et 6 = 7.

Stabilité :
dzE/) .. ~ ope
& 0=0: 5 = mB > 0 = Position d’équilibre stable.
d6” J 40,
d&’E, . DU
g O0=n: 5 = —mB < 0 = Position d’équilibre instable.
do> ) o-r)

Conclusion : placé dans un champ magnétique uniforme, un dipdle tourne afin de s’orienter dans le sens du champ.

r

\/
8

Ficure 70 - Dip6le magnétique dans un champ magnétique uniforme
X Mouvement d’un dip6le magnétique placé dans le champ crée par une autre dipole magnétique
@ Approche qualitative :

v Lorsque le dipdle m; est placé dans le champ crée par le dipole iy, il va tourner afin de s’ orienter dans le sens du champ
- p — — . - . . —
B crée par m; en my, et va translater en étant attiré vers les zones de champ fort et donc en direction de m;.
Rotation

U W

Ficure 71 — Translation et rotation du dipdle magnétique
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@ Approche quantitative :

Yyh o m, &

h ¢
€p O

Ficure 72 - Approche quantitative

v Larésultante des forces appliquées au dipdle m, vaut :

On en déduit :

Sachant que

On obtient :

F:

Soit :

F = (i, - grad) B,

[2sinf€, —cos@ey]

— |5 [25in6¢, —cos6¢y]
)

Ny =my €y =my(cosde, +singey)
— 5 1o_
i=Z22 4.2
BaC = Bt e ¢
o Ho — -\ > — _mll-l()
B, = i [3(my-e,)e,—m]= =
- mymapl o .
F = Y
In s¢)ar+sm¢ Y
0(e, -
=7
960 ‘
(¢ =
o
or
9(€y) >
00 !

mymalo

F = %(—COS(?[ZSH]H@F—COSH@Q]+Sln¢[COSH€r+SIH9€g])
T
F = %(—cosqﬁmsin@er—cos@ee]+sm¢>[cos€e,.+s1nﬁeg])
g
- 3
7= mina o

e ([-2cos ¢ sin@ + singcos @] €, + [cos ¢ cosf + singsin ] €)
n

1 (cos¢7 [2sinfe, —cosbey] +51n¢—4 [2(cosOe, +sinfey)+sinfeg+cosbe,]
T r
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v’ La couple appliqué au dipole vaut :

L =mAB-=

Ce couple s’annulant quand la rotation s’arréte, on a deux positions d’équilibre (de rotation) correspondant a ¢ = O et ¢ = .

Conclusion : placé dans le champ magnétique crée par une charge ponctuelle, un dipdle tourne afin de s’orienter dans le

sens du champ et translate en se dirigeant vers les zones de champ fort.

1.33 Spire (le retour)

SVF

X Soit une spire plane de rayon R, parcourue par un courant /. Exprimer le moment cinétique de la
spire.

X Soit un disque de rayon R, possédant une charge Q, en rotation autour de son axe a la vitesse angulaire
constante w. Déterminer le moment magnétique du disque tournant.

X Soit une sphere, chargée uniformément en surface, en rotation autour d’un de ses axes propres a la
vitesse angulaire w constante. Déterminer le moment magnétique de la sphere.

X Soit une sphere, chargée uniformément en volume, en rotation autour d’un de ses axes propres a la
vitesse angulaire w constante. Déterminer le moment magnétique de la sphere.

1.34 Rapport gyromagnétique

SVF

En utilisant le modele de Bohr, montrer que le rapport gyromagnétique du mouvement orbital de I’électron

autour du noyau vaut :
e

v= _Zme

X Dans le modele de Bohr, on considere que 1’électron (M, de charge —e, de masse m,) est en mouvement de rotation autour du noyau

(0, fixe dans le référentiel d’étude supposé galiléen?), comme représenté figure 73.

Z

T \_/ -
0 Er

FiGure 73 — Modele de Bohr

<

2. Le référentiel d’étude est le référentiel barycentrique de 1’atome, confondu avec le référentiel barycentrique du noyau. Ce référentiel est galiléen car 1’atome est supposé

isolé
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X Le moment cinétique de I’électron, calculé en O, dans le référentiel d’étude est :

Z = O—>M A m(,V

Avec :
r=re
V=i¢,+rley
0=w
D’ou :

-

N
L =mgawe

X Le moment magnétique généré par le mouvement de 1’électron autour du noyau vaut :

—> —>
m=1Se,

L’intensité / se détermine facilement en comptant la charge qui traverse une section donnée du circuit équivalent au cours d’un

révolution de I’électron comme représenté figure 74 :

On a donc : .
m=—

2m,
X Le rapport gyromagnétique y est défini par : N
m=vyL

D’ou :

—e

r= 2m,

1.35 Magnéton de Bohr
SVF

Sachant que la projection du moment cinétique orbital de 1’électron est quantifiée (I, = myh), montrer
que le moment magnétique orbital d’un électron est un multiple du magnéton de Bohr dont on donnera

I’expression.

X D’apres 1.34, page 61, 0na:

m=yL
Avec :
_ e
4 2m,
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X La projection du moment cinétique orbital sur I’axe (Oz) vaut :

La projection du moment magnétique orbital vaut donc :

—eh
m, = ymih = m; = —pgmy
Z N
2m,
Ou:
eh
Hp =

2m,

est le magnéton de Bohr, homogene a un moment magnétique, considéré comme 1’unité de moment magnétique.

1.36 Moment magnétique d’un atome
SVF

Justifier que le moment magnétique d’un atome est de 1’ordre de grandeur du magnéton de Bohr.

1.37 Pulsation de Larmor
SVF

Démontrer I’expression de la pulsation de Larmor.

1.38 Force d’adhérence entre deux aimants
SVF

Montrer que la force d’adhérence entre deux aimants est de 1’ordre de grandeur :

BZ
—S
2uo

ou B est le champ magnétique crée au contact par les aimants et ou S est la surface en regard des aimants.

1.39 Equations de Mawxell et conservation de la charge
SVF

Montrer que 1’équation de conservation de la charge est contenue dans les équations de Maxwell

. .. . . - A s
X Pour commencer, on calcul la divergence de I’équation de MA, afin de faire apparaitre div j :

—w»> > 10E . > 1 8divE
rotB=puyj+———=0=ppdivj + - —;
c? ot c? ot

. . . N )
X En utilisant I’équation de MG, on remplace ensuite div E par L
En

.= 1 0p/eg
div; + —
HOCV T+ 2

=0
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D’ou :

1.40 Potentiels en régime variable
SVF

Démontrer les relations entre les champs et les potentiels en régime variable.

X L’équation de M® est toujours valable en régime variable :
divB =0
Or: quelqlig soit le champ Y s_1) divX = 0 alors il existe un autre champ de vecteur A tel que X =rotA (cette propriété vient du fait

que divrotA = 0 quelque soit A).
Ainsi, B, qui est un champ a divergence nulle (champ conservatif, dérive d’un potentiel vecteur A tel que :

B =rolA

X On remplace ensuite B par rotA dans I’équation de MF :

oE=-98 S G2+ %) -7
0 = —-— o — | =
ot ot

—> — —_—
Or, quelque _§0it le champ X, si rotX = 0 alors il existe un champ scalaire a tel que X = grada (cette propriété vient du fait que
— > .
rotgrada = 0 quelque soit a).
. — (2 > - DU S .
Ainsi, sachant que rot(E + A) = 0, on en déduit qu’il existe V tel que :

> A —
E+— = —gradV
ot gra

(Le signe moins est introduire pour la compatibilité avec les équations statiques).
On adonc :

1.41 Théoreme de Poynting
SVF

Démontrer le théoreme de Poynting

On considere un milieu matériel de volume V, délimité par une surface fermée (S ), comme représenté figure 75, plongé dans un champ
électromagnétique.

Dans le cadre de I’approximation des milieux continus, on peut décomposer le volume V en volumes élémentaires (on note dry, le
volume élémentaire centré en M).

De fait, on peut définir en M : la densité de courants volumiques 7(M, t) et le champ électromagnétique (va(M, 1), §(M, t)).

— P
drys ‘
/ () %P; S

FiGure 75
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X La puissance volumique cédée par le champ électromagnétique a la matiere en M vaut :

— = jM,t)- E(M,1)
dr M)

On déduit la puissance recue par le volume V :

P, = f f f T (M, 1) E(M, tydry
\%4

X On note u,,,(M, t) la densité d’énergie électromagnétique en M. L’énergie électromagnétique dans le volume V vaut donc :

Uen = fff Uem (M, 1)dT
%
em fff 8”(}71)
(M,1)

.= . 5z . L L. . L P N 5e
X Soit IT le vecteur densité de courant d’énergie électromagnétique, alors la puissance électromagnétique perdue a I’instant ¢ par le

volume V vaut :
P, = ﬁgﬁ(m)-cﬁp
>

du,,
dr

fff aum) dey + # e -dasy = - f f f (M, 1) - E(M, 1)dry
(M.1) = "

X Le théoreme d’Ostrogradsky permet alors d’écrire :

fff ( (31/!(/11) +divIIIM, ) + ] (M, 1) - E(M, [)) dry = 0
M)

Ceci étant vrai quelque soit le découpage drj,, on obtient I’équation locale :

Pendant dz cette énergie varie de dU,,, avec :

X Un simple bilan d’énergie nous donne alors :

m:_PJ_P.\'

Soit :

au?ﬂ?

) +divIlM, 1) = — J (M, 1) - E(M, 1)
ot M)

1.42 Jauge de Poynting

SVF
Montrer que la jauge de Poynting :
_gE? B
em — 2 2,[1()
= E A E
I1 =
Ho

Vérifie le théoreme de Poynting.

©GR Fichier : SVF5_EM_corrige 2023—2024 page 65 sur 67



PC* Joffre SVFS5 : Electromagnétisme Révisions

1.43 ARQS
SVF

Justifier la nouvelle expression des équations de Maxwell dans le cadre de I’ARQS
Quel est I’ordre de grandeur des fréquences permettant 1’utilisation de I’ ARQS ?

1.44 ARQS et EN dans les conducteurs
SVF

Justifier la nouvelle expression des équations de Maxwell dans le cadre de I’ ARQS et de ’EN des conduc-
teurs.

Démontrer I’ordre de grandeur des fréquences permettant 1’ utilisation de I’ ARQS des conducteurs.
Démontrer 1’ordre de grandeur des fréquences permettant ’utilisation de I’EN des conducteurs.

1.45 Loi de Faraday - induction de Neumann
SVF

Démontrer la loi de Faraday dans le cadre de I’induction de Neumann.

1.46 Application du théoréeme de Neumann
SVF

Déterminer le flux du champ crée par I’aimant a travers la spire en utilisant le théoreme de Neumann :

FIcure 76
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1.47 Calcul d’inductance propre

SVF

X Déterminer I’inductance propre linéique d’un céble coaxial.
X Déterminer 1’inductance propre linéique d’un solénoide.

X Déterminer I’inductance propre d’un bobinage torique.

1.48 Relation de conversion électromagnétique
SVF

Démontrer, en utilisant un élément de courant, la relation de conversion électromécanique.

1.49 Impédance motionnelle d’'un HP
SVF

En utilisant le modele développé dans le cours, démontrer I’expression littérale de I'impédance motionnelle
d’un HP.

1.50 Spires (Encore)
SVF

Un spire, non alimentée, peut tourner autour de ’'un de ses diametres, comme présenté figure 77
X Initialement, la spire est au repose et son axe est suivant (Oz). On applique un champ magnétique
uniforme lui également suivant (Oz), que se passe-t-il ? On écarte la spire de sa position 1’équilibre
d’un angle 6y, que se passe-t-il ?

>

—

w

O

Ficure 77 — Spire placée dans un champ ma-
gnétique
X On place la spire dans une champ magnétique tournant (2 la vitesse angulaire wy), la spire étant
soumise a un couple résistance I'. que se passe-t-il ?
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