MF3 MF3 : Débits de vidange PC* Joffre

Vérification de la loi de Torricelli

Le but de I'expérience, dont le schéma est donné ci-dessous, est de vérifier la loi
de vidange de Toricelli donnant I'expression de la vitesse de sortie du fluide :

v= \2gh (1)
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Figure 1 — Schéma de 'expérience de Torricelli

On note :

X L, la longueur du tube de sortie,

X 7, le rayon du tube de sortie (s = mr?),

X R le rayon intérieur du réservoir (S = wR?),

X V =Vy, la vitesse de I’écoulement au point A,

X v = wvp la vitesse de I’écoulement au point B,

X h(t) la cote du point A (P'origine étant prise en B),

X H(t), la cote du point C,

X n, la viscosité dynamique de I’eau, p sa masse volumique et v sa viscosité cinématique.

On admettra que I’écoulement d’eau peut étre considéré comme parfait (phénomenes diffusifs négli-
geables). En toute rigueur, ceci est vérifié si I’écoulement d’eau dans la petite conduite de sortie se fait a
grand nombre de Reynoldsﬂ Un critere moins contraignant consiste a négliger la perte d’énergie cinétique
volumique des particules fluides lors du passage par l'orifice. Cela se traduit par la condition suivanteE] :

9 2Lv
Tt >> ——
v

1. Voir MF4
2. Plus précisément, en considérant que le rapport entre I’énergie cinétique volumique d’une particule fluide et ’énergie
volumique dissipée par les frottements le long du tube doit étre supérieure a 10, on obtient :
[ v v

= ~—>10
ey nAoL WL~
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1 Rappels : Débit de vidange

1.1 Hypotheses

X On considere ’écoulement parfait et incompressible,
X On considere que ’écoulement est quasi-stationnaire :

« Premiére approche : le temps caractéristique de variation de h(t) (noté 7) est trés grand devant
le temps caractéristique d’évolution d’'une particule fluide (noté 7,¢)

@& Deuxieme approche : accélération locale d’une particule fluide est petite devant son accéléra-
tion convective,

Dans les deux cas, on trouve la méme condition :
S>>s

condition que 'on considerera vérifiée dans le dispositif.

X On ne considére pas 1’écoulement comme irrotationnel dans sa globalité (des tourbillons de recircu-
lation doivent exister dans les coins et vers l'orifice). Par contre, une simulation permet de justifier
que 'on puisse isoler quelques lignes de courant stationnaires :

Velocity Magritude
—2.685e+00

1.538e-05

Figure 2 — Simulation de ’écoule-
ment (Comsol)

On considerera donc que la ligne de courant (AB) est bien stable (stationnaire).

1.2 Débit de vidange

X Le débit de vidange s’écrit :

D, = sv =SV = -5
v= sy at

On a donc : .
VA:V:§U<<U

X A T'aide des hypothéses, on écrit le théoréme de Bernoulli pour un écoulement parfait, stationnaire,
incompressible entre A et B :

1 1
SHVA + Pat pgza = SuVE + Pp + pgzp
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X sachant que P4 = Pp = Py, que z4 = h(t) et que zp = 0 et enfin que V' << v, on obtient donc :
v = v/2gh
Et : b
D, =s+/2gh = _SE

1.3 Retour sur ’hypotheése quasi-stationnaire

X Premiére approche : le temps caractéristique de variation de h(t) (noté 7) est trés grand devant le
temps caractéristique d’évolution d’une particule fluide (noté 7,f) :

dh S h() S Sho
— = ——2gh = — &~ = hy=> 717~ ——
dt S 4 T S el s g
h
prUo
On doit donc avoir :
S>> s

X Deuxieéme approche : 'accélération locale d’une particule fluide est petite devant son accélération

convective,
[EApoRL:
ot
— >\ o v}
I (V grad) V] ~ =
0
Ainsi : .
ov - —\ = 0 v3
— | << (V' d)V = — << —
1571 << Il (V- grad) P = 2 << 30
Soit :
ho
T>> —
vo
Soit, en tenant compte de ’expression de 7 :
S>>s

Conclusion

On doit donc :

X Choisir r « pas trop petit » de fagon a ce que ’écoulement puisse étre considéré comme parfait dans
Porifice :
9 Lv
re>> —
2v

X Choisir 7 « suffisamment petit » pour pourvoir considérer ’écoulement comme stationnaire :
r? << R?

Autre point déterminant dans I'expérience la durée de l'expérience : celle si doit étre de l'ordre de
grandeur de 7 de fagon a pouvoir observer des variations de h(t) comme on le confirmera par la suite : on
aura donc intérét a diminuer le rapport S/s pour limiter la durée de I'expérience.
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2 Meéthode de pointage vidéo

On filme Iexpérience et on choisit plusieurs clichés, a différents temps, comme représenté figure [3] On
exploite chaque cliché de facon a :

X Déterminer la hauteur h(t),

X Déterminer 1’équation de la trajectoire du filet d’eauﬂ et en déduire la vitesse v(t)

L

Figure 3 — Méthode de pointage
11 suffit alors de tracer v(t) en fonction de \/h(t) pour vérifier la loi.

Cette méthode de pointage, vue au secondaire et en premiére année, ne sera pas abordée ici

3 Meéthode de pointage de h(t) seule

3.1 Expression théorique de h(t)

X On part de :
dh
D, =sv(t) = —-5— 2
sult) = 55 )
On obtient donc 'équation différentielle :
_drh s
2gh S

X La résolution de cette équation différentielle nous permet d’avoir 1’évolution de h(t) en fonction du

temps :
Vh(t) = Vho =[S 5t (3)

En notant hg la hauteur d’eau dans le réservoir a ¢t = 0.

3.2 Temps caractéristique de ’expérience

X Ce temps caractéristique est le temps 7 introduit dans les hypotheses.

X On estime ce temps caractéristique a la réalisation de ’expérience, en considérant que les deux termes
dans l'expression de +/h(t) (equation [3|) sont du méme ordre de grandeur on obtient donc :

S Vh

s Ve

3. Le calcul montre facilement que I’équation de la trajectoire est :

1 x ?
z—fig @

4. En effet, pour mettre en évidence la variation du débit de vidange, il faut absolument que la hauteur h(t) varie
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X On peut également estimer ce temps directement a partir de ’équation [2] :

Dv:S’U(t):—S%:}SUOZS@:>7%§@%§@
dt T s S /9

3.3 Méthode

X On mesure h(t), pour différentes valeurs de ¢ pendant un temps suffisamment long (de l'ordre
de quelques 7), l'intervalle At choisi devant permettre d’avoir suffisamment de points pour une
modélisation de qualité.

X On trace ensuite, \/h(t) en fonction de t.

X On effectue ensuite une régression linéaire.

4 Meéthode utilisant la mesure de la masse m(t) d’eau éjectée

4.1 Expression théorique de m(t)

X la masse m(t) de l'eau éjectée vérifie :

dt
Soit, en notant D,,g, le débit a ¢t =0 :

2

dm s
= Do — Nggt

dt
X On en déduit par intégration, la masse m(t) d’eau éjectée :

82

2 gt?

m(t) == Dmot —
X Le premier terme correspond a la masse m(t) que l'on aurait si le débit était constant.

4.2 Temps caractéristique

X Ce temps caractéristique est le temps 7 introduit dans les hypotheses.

X On peut estimer ce temps caractéristique, en considérant que les deux termes apparaissant dans le
débit massique sont du méme ordre de grandeur, on obtient :

S vVho

TR —

sV

X On peut également estimer ce temps caractéristique en considérant que les deux termes apparaissant
dans l'expression de la masse m(t) sont du méme ordre de grandeur, on obtient également :

S Vo
s Vi
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4.3 Meéthode

X On mesure m(t) pour différentes valeurs de ¢ pendant un temps suffisamment long (de l'ordre
de quelques 7), Uintervalle At choisi devant permettre d’avoir suffisamment de points pour une
modélisation de qualité.

X On trace ensuite m(t) en fonction de ¢.

X On modélise la courbe obtenue par la fonction :
m(t) = a + bt + ct?

Noter qu’ici le parametre a doit étre introduit pour des raisons expérimentales, bien que n’appa-
raissant pas dans le modeéle.
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