OD SVF : Enoncé PC* Joffre

1 Ondes

Principles of
Electromagnetic
VWaves and Materials

DIKSHITULU K. KALLURI

Figure 1 — La bible des OEM

On note € les constantes (indépendantes du temps de de ’espace).

1.1 Solutions de I’équation de d’Alembert (1D)
SVF

Vérifier que :

s(z,t) = f <t — %)

s(xz,t) =g (t—i— %)

sont solutions de I’équation de d’Alembert (1D)

et

X L’équation de d’Alembert (1D), s’écrit :

s 50%s
o~ ¢ 922
X sis(z,t)=f <t - i) alors, en notant u =t — x/c :
0s df
ot du
0?s B d2f
o2 du?
ds  1df
dr —  cdu
0?%s 1 d2f

or2 2 du?

= s(x,t) vérifie bien I’équation de d’Alembert.
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_ x
X sis(x,t)=g (t + > alors, en notant u =t + x/c :
c

ds dg
ot du
0?%s B d?g
o2 du?
os _1dg
Oxr cdu

0%s 1 d%g

ox? 2 du?

= s(x,t) vérifie bien I’équation de d’Alembert.

Notons que par linéarité, les solutions de ’équation de d’Alembert sont de la forme :
) x x
s(x,t) = f (t — ) +g <t + )
c c

1.2 Solutions de I’équation de d’Alembert (sphérique)
SVF

Sachant que le laplacien d’un champ de la forme s(r,t), en coordonnées sphériques, est :

10%(rs)
As = r or?

s(r,t)z%(f (t—g) +g(t+£>)

est solution de I’équation de d’Alembert.

Montrer que :

X En coordonnées sphériques, I’équation de d’Alembert vérifiée par s(r,t) s’écrit :

d%s _ 2 (‘21(‘)2(7‘5)
o2~ 7 T Or?

On a donc :
0’rs  50%(rs)
YD =cC -
ot? or?

= La grandeur r x s(r,t) admet donc comme solutions :

rs(rit) = f <t ;) +g <t+ 1)
0= (1(1=3) 4o (7))

Et donc :
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1.3 Onde stationnaire
SVF

Soit une onde stationnaire (1D). Montrer que :

X Les solutions sont de la forme :
s(x,t) = Spcos(wt + 1) cos(kx + @)

ou w = ke.
X La distance entre deux noeuds consécutifs est A/2.
X La distance entre deux ventres consécutifs est A/2.

X La distance entre un noeud et le ventre voisin est A/4.

X Solutions stationnaires de 1’équation de d’Alembert (1D)

& s(x,t) vérifie ’équation de d’Alembert :

0%s 5 0%s
5 —C —>5
ot? Ox?

@ Les ondes stationnaires étant des solutions a variables séparées, on cherche s(z,t) sous la forme :

s(x,t) = f(x)g(t) :

d?g . d2f
Q2 (z) = CQ@Q(YL/)
Soit : ) )
d?g  d'f
dez _ 2 dz?
g9(t) f(z)

Cette égalité étant vérifiée quelque soit x et t, chaque terme est égal a une constante C.
@ On a donc, en ne gardant que les solutions périodiques :
d?g
2 .
A o= —w?2<0

(t)

Q

Soit :
g(t) = Gocos(wt + 1)
@ De méme on a : .
dzf
2dz? _ _ 2

@) T

Soit, en posant w = kc :

f(x) = Sy cos(kx + ¢)
@ En posant Sy = Fy(Gy on retrouve 'expression demandée.

X Position des nocuds et des ventres

@ On étudie une onde stationnaire de la forme :

s(x,t) = Sgcos(wt + ) cos(kx + ¢)
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@ La position .rg d’un nceud vérifie :

|

/ . 1
COS(]\"J?/)\ +¢)=0= 2N = = <

AA
p L +pm — @ :1+p§7

o |

Ou p est un entier relatif.

La distance entre deux noeuds successifs est donc :

DO >

N _ N N
Az™ =z —x, =

@ La position .1,']\) d’un ventre vérifie :

, ;o1
(‘,(')S(A',I,‘;} +¢)=+1= ;1,';')' =7 (pm — @) = p= —

® 4

Ou p est un entier relatif.

La distance entre deux ventres successifs est donc :

v_.v _ v_A

Az’ =z, —x), = 5
@ La distance entre un nceud et un ventre voisin est donc :
A A
r = ll) — 1]) = I

1.4 Equation de propagation dans les solides : chaine d’oscillateurs
SVF

X Etablir Péquation de propagation dans les solides en utilisant le modele de la chaine
d’oscillateurs et en vous plagant dans 'approximation des milieux continus.

X En considérant une OPPM(+), de pulsation w, se propageant le long de la chaine de
ressorts, exprimer la condition pour que I'approximation des milieux continus soit
vérifiée.

X Soit deux chaines d’oscillateurs, caractérisées par une méme distance entre les atomes
a D’équilibre, notée a, atomes de méme masse m, mais dont les ressorts ont des
raideurs différentes (K7, K3). Sachant que les deux chaines sont reliées en z = 0
(discontinuité sans masse), déterminer les coefficients de réflexion et de transmission
en amplitude et en puissance en z = 0.

X Montrer que les modes propres d’un ressort massique (masse linéique p, longueur
totale a vide L, raideur totale statique K), fixé a une extrémité et dont l'autre
extrémité est fixée a une masse M, vérifient :

n (21) = KL
¢c) Mcaw
KL

7
Déterminer les modes propres par une méthode graphique. Proposer des cas parti-

Ou 2 =

culiers simples.
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X Equation de propagation dans les solides
« Equation de propagation (en passant par le modéle discret)

v Dans le modele discret, le solide peut étre représenté comme une chaine d’oscillateurs
discrets comme représenté figure
lo lo
m m m

(n — 1ja nia (n+ 1)a >
L | | | |
Xn-1(t) Xn(t) Knt1(t)

Figure 2 — Chaine d’oscillateurs
v Le PFD appliqué a la masse m, située en x = na au repos donne :

d*X,
m=z = —K (Xn(t) = Xn-1 () = K (Xn(t) = Xnia (1))
. K
Soit, en posant wg = 4/ — :
m
d’X, 5 5
ai2 + 2w Xn(t) = wy (Xn-1(t) + Xng1(t))

Avec : X,,(t) = X(na,t).
v On se place ensuite dans 'approximation des milieux continus : on considere que la position
des masses m a ’équilibre est une fonction continue de z : se placer dans ’approximation

des milieux continus a pour conséquence directe de ne plus avoir d’entier dans le repérage
des masses m.

Discret continu
Position au repos na T
Position en mouvement | X,,(t) = X(na,t) | X(xz,t)
dX, 0X
Vitess —
itesse i T
Accdlérati d?X, X
ccélération —
dt? ot?
On obtient donc :
9*X
o + 20E X (2,t) = Wi (X (2 — a,t) + X(z + a,t))

v Cette approximation consiste a considérer que la longueur d’onde de 'onde de compression
est tres grande devant a : vu de 'onde le milieu apparait continu. Mathématiquement, cela

nous permet de considérer que a << x. En utilisant le développement de Taylor, on
obtient :
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X 10°X ,
X(x—a,t)=X(z,t) — %a—l— 59,2 %
En remplagant dans 1’équation de propagation trouvée précédemment,on obtient bien
I’équation de d’Alembert :
0?°X  ,0°X
o2~ 0
Avec ¢ = wya.

e Equation de propagation en partant directement de ’approximation des milieux
continus

v On se place directement dans I’approximation des milieux continus en considérant la figure

B
lo lo
B S S —
m m m
: : x
X X X »
T —a | X X + a
. . . . . .
X(x —a,t) X(x,t) X(xz+a,t)
Figure 3 — Chaine de ressorts dans ’approximation des milieux conti-
nus
v Le PDF appliqué a la masse m située en x au repos donne :
0?X
Soit :
02X 5 5
vl +2wi X (z,t) = wj (X(z —a,t) + X(x + a,t))
K
Avec : wg = 4/ —.

m
v Sachant que a << z, on effectue un développement de Taylor a 'ordre 2 :

0X  10°X

X(x+a,t)=X(z,t) + — ——a’®

(x+a,t) (x )+8xa+28a}2a
0X L1 ’’X
—a+-——a
ox 2 Ox?
En remplagant dans I’équation de propagation trouvée précédemment,on obtient bien
I’équation de d’Alembert :

X(x—a,t)=X(z,t) —

X ,0°X

—_— = —
ot? Ox?
Avec ¢ = wya.
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e Approximation des milieux continus

v On exprime cette condition simplement en considérant que « 'onde ne voit pas ’aspect

discontinu » du milieu et donc en posant : a << A. Soit, sachant que pour une OPPM(+)

I 2me
onaw=kc=—":
A
2me
w << —
a

v On retrouve cette condition en considérant que dans le développement de Taylor, le terme
d’ordre 3 est négligeable devant le terme d’ordre 2 :

102X 2o 103X ,
- 5a TR0
2 0x2 3! O3

Soit, sachant que X (z,t) = Xo cos(wt — kx + ¢) :
Lo o L33
5If a® >> 5k: a’ = ka <<3=A>>a

X Réflexion sur une discontinuité

@& Coefficients de réflexion et de transmission en amplitude

v On considére une OPPM(+) venant de —oo se propageant dans le milieu de constante de

raideur K7 :
Xi(z,t) = Xoexpj (wt — k1)
w K
Avec : k1 = — et ¢ = 1
C1 m
¢ Au niveau de la discontinuité, en x = 0, I'onde se réfléchit en partie et est transmise en
partie :
X, (z,t) = Xorexpj (wt + k1)
Xy(z,t) = Xotexp j (wt — ko)
w K
Avec : kg = — et ¢ = 24
Co m
kr = _klez
47
ki = k18, Ky = ko,
m K m K Ky m K m
% 9 K
~a 0 “+a o

Figure 4 — Réflexion et transmission au niveau de la discontinuité
v Pour la suite, on note :

Xi(z,t) = X;(2,t) + X, (2, 1)
X2(x7t) :Xt(xvt)

v La continuité du déplacement en z = 0 se traduit par :

X, (Ov t) - XQ(O’ t)
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Xz(oa t) + Xr(oa t) - Xt(ov t)

Soit :
1+r=t

v Le PFD appliqué a la discontinuité en x = 0 donne :

d’X d?Xx
0 dt21> - dt22> - _Kl (Xl(o’t) _ll(:p_aa t))_KZ (X2(Oat) —XQ(I'—FCL, t))
(z=0,t) (z=0,t)

Soit, en développant X (z — a,t) et Xy(z + a,t) a lordre 1 :

0X 0X
0=—-Kia 1) + Ksa 2)
0T ) (z=0,t) 0x /) (z=0,t)
D’ou :
Kya jki —rjk1) = Kojkot
Soit :

Kiki(1 —1) = Kakot

¢ En combinant les deux équations données par les continuités, on obtient :

Kiky — Koka VK1 — VK>

T = ==
T Kk + Koks VK + VK>
,__ 2Kiky 2 VK

Kiky + Koky VK + VK>

e Coefficients de réflexion et de transmission en puissance

v La puissance transportée par une OPPM (X = Xgpexpj (wt — kz)) dans la chaine de
ressorts, en x a l'instant ¢, s’exprime comme suit :

P(z,t) = V(z,t) - Ty(x,t)

ou Ty(z,t) = —K (X (x,t) — X (& — a,1)) & = —Kaaa—Xe} et V(z,t) = %{gx.
X
D’ou : OX OX
Plat) = Koz

v La valeur moyenne de cette puissance s’obtient tres facilement en représentation complexe :

1 = 1 o0Xox* 1 9
(P) = Re{§z(a:,t) T (w,t) ) = _iKG% % §Kakw|X0|

En appliquant ce résultat aux trois ondes, incidente, réfléchie et transmise, on obtient :
1 2
(Py) = §K1Qk1w|X0|
1 2 2
(P) = —§K1ak1w|z\ | Xo|

1
(P) = 51(2ak2uﬁzﬁ\)ﬂﬂ2
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v Les coefficients de réflexion et de transmission en puissance s’expriment comme suit :

(B e
(i), Ksky o Ka 0

X Modes propres

@ Dans "approximation de milieux continus, on décompose le ressort massique en une chaine de

N ressorts non massiques, de longueur a vide a, de raideur K7, reliés entre eux par des masses
identiques m. On a alors les relations :

K
L:Na;K:Wl;ML:Nm

On a alors le dispositif équivalent donné par la figure
K m K, m K, M
rrrrrrrrr AN AR
‘ : : : L
X X >
0 a L —2a L—a L

Figure 5 — Modélisation d’un ressort massif

L’onde se propageant dans le ressort vérifie ’équation de d’Alembert :

0?°X  L,0°X
g4 _ 294
ot? Ox?

[ K4 KL
Avec ¢ = wpa = /—a = 4/ —.
m H

On cherche des solutions stationnaires sous la forme :
X(z,t) = Xocos(wt + 1) cos(kx + ¢) = (Acos(kx) + Bsin(kx)) cos(wt + 1)
Condition limite en . =0 :
X(0,t)=0=A=0
Condition limite en z = L : on applique le PDF a la masse M

9?X

ot?

) — Ky (X(Lt) - X(L—a,t) = —Kya aX)
(z=Lt) 0 /(L)

Soit :
—Mw?Bsin(kL) = —KaBk cos(kL)

Et donc :
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1.5 Equation de propagation dans les solides : approche mésoscopique
SVF

X Etablir Péquation de propagation dans les solides en utilisant une approche méso-
scopique (loi de Hooke)

X On considére la propagation d’ondes de compression dans deux tiges caractérisées
par leurs modules de Young (F1, E2) et leurs masses volumiques (p1, p2), au contact
en z = 0 (contact sans masse). Déterminer les coefficients de réflexion et transmission
en amplitude et en puissance en x = 0.

X Equation de propagation dans les solides
@ On considere un tige solide de section S et de longueur L. Pour étudier la propagation des
ondes de compression le long de la tige, on considere une méso-tranche de longueur dz au
repos, de masse dm = pSdz, comme représenté figure [f]
x x +dx

—> —
X(z,t) X(z +dx,t)

Figure 6 — Méso-tranche au passage de 'onde de com-
pression
@ Bilan des actions mécaniques exercées sur la méso-tranche (d’aprés la loi de Hooke) :
- 0X .
vV F(z+dz,t)=ES > €x
Ox (z+dx,t)
- 0X .
v F(z,t)=—ES ) €x
ox (z,t)

@ Le TRC appliqué a la méso-tranche donne :

2X X X
/1,5(1:1:8—2 =FES 8) - 8)
ot 0T ) (zday) 0T ) (ay)

D’ou : ) )
0°X 0°X
wSdx 52 = ES 92 dx
On retrouve I'équation de d’Alembert :
?°X  ,0°X
5 = C — (']..’IT
ot2 Ox?
Avec :
E
c=4/—
n

X Réflexion sur une discontinuité
@ On considére une OPPM(+) venant de —oo se propageant dans le milieu (Fy, 1) :

w FE
Avec : k1 = — et ¢ = -
1 M1
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@ Au niveau de la discontinuité, en x = 0, 'onde se réfléchit en partie et est transmise en partie :
X, (z,t) = Xorexpj (wt + kiz)

X (z,t) = Xotexp j (wt — ko)

w €
Avec 1 kg = — et ¢ = o
2 M2
Elnul E27,u2
—»—> =
ks Ky
. —
K,
<

» T

0

Figure 7 — Réflexion et transmission au niveau de la discontinuité

@ Pour la suite, on note :
Xl(wa t) - Xz(iv t) + Kr(mv t)
XQ(':L} t) - Xt(l.? t)

@ La continuité du déplacement en x = 0 se traduit par :

Xl (Oa t) - X2(0> t)

Xz(ov t) + Xr(ov t) - Xt(()» t)

Soit :
1+r=t

@ La continuité de la force en x = 0, donne :

D’ou :
E1ki(1 —1) = Eskot

@ En combinant les deux équations données par les continuités, on obtient :

r:lﬁh—iﬁb::¢EWJ—xﬂbm
T Bk 4 Esks Evpu + VE2u9
fo _ 2Btk _ 2VEim

T Bk + Eks Eyp + VEaus

X Coefficients de réflexion et de transmission

en puissance

©GR Fichier : SVF_0D_corrige
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@ La puissance transportée par une OPPM (X = Xgexpj (wt — kx)) dans la chaine de ressorts,
en x a l'instant ¢, s’exprime comme suit :

P(z,t) = V(x,t) - Fylx,t)

- 0X - X
ou Fy(x,t) = fES%—IF‘L et V(z,t) = (Z)t €x.
D’ou : X OX
P(z,t) = —-ES——
(z,2) Ox Ot

@ La valeur moyenne de cette puissance s’obtient tres facilement en représentation complexe :

1 ., 0Xo0X* 1

1> ~x - e I ; 2
(P) —R,L{§Z(x,t) CFF(r,t)} = 2ES e 9L 2ES/{u Xo

En appliquant ce résultat aux trois ondes, incidente, réfléchie et transmise, on obtient :

1 .
(P) = S E1Skyw| Xo

1 ,
(P,) = —iEISkI’w|z\2|X0|2

1 .
_ oo | ]2 2
<P[> = 5E25L2U|t| ‘X()‘
@ Les coefficients de réflexion et de transmission en puissanco S’CXpl”iInCHt comme suit :

(P,)

R=10) = I
P, Eoko Esp
7= | By [Pk
(D) Bk Eqpn

1.6 Equation de propagation des ondes de courant et de tension
SVF

X Etablir 'équation de propagation dans les lignes en utilisant le modéle des constantes
réparties (ligne sans amortissement).

X Déterminer 'impédance caractéristique de la ligne.

X L’extrémité de la ligne est branchée sur une impédance de charge Z,, en x = L.
Déterminer les coefficients de réflexion et de transmission en tension et en courant
puis les coefficient de réflexion et de transmission en puissance.

X On tient compte de la résistance interne linéique de 'inductance linéique et de la
résistance de fuite linéique de la capacité linéique. Déterminer la nouvelle équation
de propagation et donner la relation de dispersion. Commenter.

X Equation de propagation
@ On considére un ligne de grande longueur (I’”ARQS n’est pas vérifiée le long de la ligne). On
décompose la ligne en méso-tranche de longueur dz dans laquelle 'ARQS est vérifiée. Les
effets inductifs et capacitifs sont modélisés par une inductance L; par unité de longueur et un
capacité C par unité de longueur comme indiqué figure
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leaz%
i(r,t) < —————  i(r+dx,t)
sewad)))))ammras
u(z, t) | u(x +da,t)
Cldl‘((il—itt

Figure 8 — Modele des constantes réparties pour une
ligne idéale
@ La loi des nocuds et la loi des mailles donnent :

di
u(x,t) = Lidx - A u(x + dx, t)

gt
i(z,t) = Cydz - a—if +i(z + dz, t)
Soit :

ou i

o=

i u

e Mt

dx Yot

& Equation de propagation vérifiée par u(z,t) :

o,
x> otox
i o
dxdt o

D’ou : , ,
0“u 0%u

ey S Miihed

Ox? 1o

1
VLiCi

On retrouve bien 1’équation de d’Alembert en posant ¢ =

& Equation de propagation vérifiée par i(x,t) :

Ou_ i
oot L ot2
i, O
o2 ‘otz
D’ou : , ,
0% 0%
~ _ — L i
o2 ~ 1o

1
VIL1Cy

On retrouve bien 1’équation de d’Alembert en posant ¢ =

X Impédance caractéristique d’une ligne

« L’impédance caractéristique est le rapport entre u(x,t) et i(x,t) dans le cas d’'une OPP(+) :

2z, = ?‘@’t))
i(z,t) ) opp4)
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@ Dans le cas d'une OPP(+), on peut écrire :
u(z,t) = f(t —x/c) = f(v)

Avecv =t —z/c

o 0 oi  0i 1d
%= N % 5 T
Dou :
i(z,t) = — gif(t —z/c)
Et donc :

P U(w,t)) _ L
= i@ t) ) opp4 1

@ On considere une ligne, d’'impédance caractéristique Z,. au bout de laquelle on a branché un
impédance d’utilisation Z,, (en z = 0). On consideére une onde incidente, de pulsation w, se
propageant dans le sens des x croissants et arrivant en x = 0.

X Réflexion en bout de ligne

@ Onde incidente :

i;(z,t) = Tpel@=F2)

ui(z,t) = ZIoe! ')

1
VILiCi

Avec w =kc et c =

@ Onde réfléchie :
Z'T(Za t) _ fijoej(wt+kz)

QT(Z, t) - fvzcloej(Wt+kZ) - _Zcfijoej(w“—lm) =T, = -
@ Condition limite en z =0
ui<07 t) + @r(07 t) - Zu (Zi(ov t) + Zr(()? t))

= ZJdy— Z.rilo = Z, (1o + ;1)

ZC - Zu
>, ===
L.+ Z,
Z,—Z
:> f,u - =u =C
Z.+ 2,
e FEtude des différents cas :
v Cas ou Z, = 0 (court-circuit en bout de ligne) : r, = —letr, =1
v Cas ou Z, = oo (circuit ouvert en bout de ligne) : r, =1 et r; = —1

v Cas ou Z, = Z. (adaptation en bout de ligne) : r, =1, =0

X Absorption et dispersion
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@ On considere un ligne de grande longueur (I’ARQS n’est pas vérifiée le long de la ligne). On
décompose la ligne en méso-tranche de longueur dz dans laquelle PARQS est vérifiée. Les
effets inductifs et capacitifs sont modélisés par une inductance Lq par unité de longueur et un
capacité C7 par unité de longueur et les effets résistifs sont modélisés par une résistance r et
conductance g une par unité de longueur, comme indiqué figure [0}

rdz.i(z,t) Lidz.$

i(z,t) = - i(x +dz,t)
— L ) g
u(x,t) |9 u(z + dz, t)

Cldw-i—?T ¥ gdz.u(z, t)

Figure 9 — Modéle des constantes réparties pour une ligne réelle

@ La loi des noeuds et la loi des mailles donnent :

i
u(x,t) = rdx -i(z,t) + Lidx - 8—; + u(x + dx, t)

i(z,t) = gdz - u(x,t) + Cidz - % +i(x + dz, t)
Soit : -
g;ﬁ =r-i(z,t) +L1%
fg—; =g-u(z,t) +C1%
& Equation de propagation vérifiée par u(z,t) :
OPu i 0%

o0z~ "o "M
_ azi - @—FC @
ozot Jor T Vo2

D’ou :
9%u ou ou 0%u
i U v I i v
52 7(9 u(x,t)+C1at>+ 1<gat +Clat2>
9%u ou 1 0%u
R . . L)~ 2
Ox2 rgu(x,t) + (TCI +9g 1) ot + 2 912
1
Avec : c =

VL Cr'

e Equation de propagation vérifiée par i(x,t) :
0%u i I 0%
_ _ vl
rot ot o
0% _ Ou L C 0%u
a2~ Yo Yotox

2 . . 2.
al (r <i(x,t) +L181> +C <r82 + L161>

D'ou :

02 9 ot ot o2
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0% , )i 1 0%
922 =rgi(z,t) + (rCy + gL1) — ()7‘ Zﬁ
R
VI Ci

@ Les équations de propagation sont identiques et sont différentes de ’équation de d’Alembert.

Avec : ¢ =

On peut mettre en évidence les phénomenes de dispersion et d’absorption en cherchant la
relation de dispersion.
v En posant u(z,t) = Upexp j (wt — kx), on obtient :

.2
= —5 —Jw(rCi+gL1) =g

k

Avec : k=K + jK".
v Sik’#0alorsil ya pr opagatlon et si k” # 0 alors il y a absorption.

v Si la vitesse de phase, V,, = i , dépend de w, alors la ligne est dispersive.

v Si la vitesse de groupe V, = dépend de w, alors l'enveloppe d’un paquet d’onde se

dw
dk’

déforme au cours de la propagation.

1.7 Cordes vibrantes
SVF

X Etablir 'équation de propagation des cordes vibrantes, avec les hypotheses du cours
(a rappeler), en déduire la relation de dispersion.

X Montrer que ’énergie mécanique linéique d’une corde vibrante est de la forme :

1 [0y 21 oy \ 2
e (22
“(m) *3 0<8x>

X Ktablir ’équation de conservation de 1’énergie mécanique dans une corde :

%ﬁﬂi (H) =0

-
Ou R est une grandeur que ’'on nommera et dont on donnera ’expression.

X On considere une corde constituée de deux matériaux différents (densités linéiques de
masse p1 et ug). Sachant que la discontinuité est en x = 0, déterminer les coefficients
de réflexion et de transmission en amplitude et en puissance en z = 0.

X On considere une corde sur laquelle est fixée une masselotte m, considérée comme
ponctuelle. Sachant que la masse m est en x = 0, déterminer les coefficients de
réflexion et de transmission en amplitude et en puissance en x = 0.

X On considere une corde, de longueur L, de masse M uniformément répartie. suspen-
due verticalement en un point O fixe dans le référentiel d’étude .

& Etudier I'évolution de la tension le long de la corde.

@ On excite sinusoidalement la corde en O. Déterminer I’équation de propagation,
en déduire la relation de dispersion pour les vibrations proches de O. Conclure.

X Etudier la prise en compte des effets du couplage avec l’air sur la relation de disper-

sion (force linéique a rajouter : —f —y?y).

ot

page 16 sur 7§] 2024—2025 ©GR Fichier : SVF_OD_corrige



OD SVF : Enoncé PC* Joffre

X Equation de propagation des cordes vibrantes

@ On considére un corde de longueur L, de masse linéique u :

v on néglige la raideur de la corde (Si 'on tient compte de la raideur de la corde, alors la
tension n’est plus tangente a la corde. La courbure de la corde est alors liée a un couple
a prendre en compte en appliquant le TMC (dans R*) au méso élément de longueur de la
corde) ;

v on néglige les effets de la pesanteur (voir plus loin);

AN

on néglige le couplage avec l'air (voir plus loin) et donc les frottements fluides ;

v La tension T le long de la corde est généralement due a une masse M accrochée en bout
de corde, comme représenté figure [I0]

Y

/Cordc au repos
L

€T
| Okl
0 ﬂ

M

Figure 10 — Tension le long de la corde
v’ on se place dans 'approximation des petits mouvements transversaux de la corde : au cours
du mouvement de la corde, 'angle a(z,t) que fait la tangente a la corde, en x & 'instant
t par rapport a la direction a I’équilibre de la corde est petit devant 1, ce qui suppose,

0
sachant que tana = —y, que o << 1, comme indiqué figure .
oz oz
Y
A
Yyl Hda,t) f- T
oy = y(z +dz,t) —y(z,t) = gldx
ylat) L
: dz !
|
|
|
|
|
l |
T r +dx

Figure 11 — Approximation des petits déplacements

@ On considere un élément mésoscopique de corde en mouvement, compris entre x et x + dz a
I'équilibre, comme représenté figure [[2] La longueur de cet élément de corde en mouvement
vaut :

ds? = (dz)? + (0y)? = (dz)? (1 + (231)2) ~ (dz)?
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»

ylet+da,t) - e L ’

yla,t) |
a(z,t)

T(z,1)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
x x4 dx
Figure 12 — Corde au repos

@ Cet élément de longueur est soumis & deux forces de tension comme représenté figure [I2] Le
PFD appliqué a cet élément de longueur donne :

0%y — —
udx@é’y =T (z+dx,t) — T(z,t)

Dot :
0=T(x+dz,t)cosa(z+dx,t) — T(z,t) cos a(x,t)
{ ;Ld:ﬂ?;‘g =T(x+dx,t)sina(x + dz,t) — T'(z,t) sina(z, t)
D’ou
T(xz,t)cosa(z,t)=C=T
{ Mda:gig; = a(jsxina)dx =T(x,t)cos a(a:,t)a(t;;(ndx = Tgigdx

D’ou I'équation de d’Alembert vérifié par y :

0%y B T 0%y
ot2  p 0x2
Avec pour la célérité :
T
c=|—
1

X Energie mécanique linéique de la corde

@ [’énergie cinétique dE. de I’élément de longueur vaut :
1 ay\? 1 oy \ 2
dE. = =d — | =-pde | =
c 2 m(@t) Q“x(at>
D’ou I'expression de la densité d’énergie cinétique :

- ()
T ar 2"\ o

@ On détermine ’énergie potentielle linéique de la corde grace a la définition opérationnelle de
I’énergie potentielle : cette énergie potentielle est égale au travail d'un opérateur pour faire
passer la longueur d’un élément méso de dz (au repos) a :

B Iy ? 1 /0y\?
ds = dx 1+<3f€) Ndx(l—l—Q(a:C)
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L’allongement de I’élément de longueur est donc :

2
dl:ds—dx:l(ay> da
2\ 0z

Le travail que doit fournir 'opérateur pour faire passer 1’élément de longueur dz de la corde,
de la longueur dz a la longueur ds, vaut donc :

1 oy \?

On en déduit la densité d’énergie potentielle :

dE, 1, [0y\?
= —_—= 7T —_—
p dz 2 (8x >

Et donc I'énergie mécanique linéique de la corde :
1 oy\2 1 [9y\?
—-r(Z —u (22
T2 <8x) Tk (8t>

@ On dérive I'énergie mécanique linéique par rapport au temps :

5€_T<3y> 0%y N <39> Py
ot~ " \ox) \owor ) TH\ ot ) a2

Soit, en utilisant I’équation de d’Alembert :
2 2
o [@)(3)- @) (2] 212 ()
ot Ox) \ Otox ot ) \ 0x? Ox |\ ot ) \Ox

0
Soit, sachant qu’a 1D, div= — :
ox

Oe oy\ [y
—+div|-T|{= )= )| =
e[ (5) (51)] -
Il s’agit bien d’une équation de conservation, dans lequel le vecteur densité de courant d’énergie
linéique vaut :
R=-T|=)|=
(m) (ax) o

Ce vecteur (dont la valeur est homogene & une puissance), nous donne a la puissance transportée
par 'onde :

X Equation de conservation de I’énergie

RE=[-T-V|e,
X Réflexion sur une discontinuité

e Coefficients de réflexion et de transmission en amplitude

¢ On considére une OPPM(+) venant de —oo se propageant dans la corde de masse linéique

Mt
y,(x,t) = Yoexp j (wt — k1)

w T
Avec : k1= — et e = (| —
C1 M1
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¢ Au niveau de la discontinuité, en x = 0, I'onde se réfléchit en partie et est transmise en
partie :

y (v,t) = Yorexpj (wt + k1)
y,(z,t) = Yotexp j (wt — kox)

w
Avec 1 kg = — et cp =
c2

K2
Yy
Corde 1 au repos / Corde 2 au repos
v i 2 i
- \ - .
- > /{?Z = klgm — k?t = kzé}c

!

< k.= —kie,

Figure 13 — Discontinuité sur une corde
v Pour la suite, on note :

y,(z.t) = y.(z,t) +y (z,t)
Yoz, 1) =y, (1)

v La continuité du déplacement en x = 0 se traduit par
y,(0,t) +y,(0,t) = y,(0,)
Soit :

1+r=t

v La continuité de la tension en z = 0 (absence de masse) donne :

0y dy.
T,007,t)=T,0",t) = <1> _ .2>
y y oz (z=0-) Ox (=01

D’ou :

Jk1 —rjki1 = jkot
Soit :

ki(1—r) = kot
v En combinant les deux équations données par les continuités, on obtient :
. ki —ka  H1— 2
T kit ke i+ 2

2 2ym
T kit ke  Ja+ V2

e Coefficients de réflexion et de transmission en puissance
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v La puissance transportée par une OPPM (y = Ypexpj (wt — kx)) le long d'une corde, en
x a l'instant ¢, s’exprime comme suit :

P(z,t) = V(z,t) - Ty(x,1)

= dy_ = dy
ou Ty(x,t) = —T%ez et V(x,t) = 8—‘361.
D’otu : 90 8
Yy oy
Px,t)=-T——=
(%) oz Ot
v’ La valeur moyenne de cette puissance s’obtient tres facilement en représentation complexe :
1- - 1 _0yoy* 1
P) =Re{-V(z,t) - T* (z,t)} = —=T == = —Tkw|Yp|?
(P) = Re{5V(w, 1) Ty (2, 1)} = —5T 52 = “ThulYy|

En appliquant ce résultat aux trois ondes, incidente, réfléchie et transmise, on obtient :

1
(P) = 5Thyw|Y

1
(Py) = —§T/<:1w|f|2\Y0|2
1
(P) = 5 Thywlt[¥o 2
v La conservation de ’énergie s’écrit (en valeur moyenne) :
(Fi) = (Pr) + (Fy)

v Les coefficients de réflexion et de transmission en puissance s’expriment comme suit :

(Pr)
(Fi)

(Pr), k2, 02,2
(P) | k1 4 1 4

I+ 21 =1
M1

R=|ml =

v On doit donc avoir :

ce que l'on vérifie aisément.
X Réflexion sur une impureté
& Coefficients de réflexion et de transmission en amplitude

v On considére une OPPM(+) venant de —oo se propageant dans la corde de masse linéique

W
y.(z,t) = Ypexpj (wt — kx)
Avec : k= —etcg = | —
1
Y
Corde au repos
m / X
t Ol
< F—oke

Figure 14 — impureté sur une corde
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¢ Au niveau de la masse m , en x = 0, 'onde se réfléchit en partie et est transmise en partie :

y (z,t) = Yorexpj (wt + kz)

y,(z,t) = Yotexp j (wt — kx)

T
Avec:kzgetc: —
c \ 1

v Pour la suite, on note :

y,(z,t) =y, (z,t) +y (2,1
Y, (z,t) = y,(2,1)

v La continuité du déplacement en x = 0 se traduit par :

y,(0,t) = y,(0,¢)

y.(0,t) +y (0,t) = y,(0,t)

Soit :
1+r=t

v Le PFD appliqué a la masse m donne :

- = "y, =-T,(0,t)+T,(0",¢t
m o2 _mw __—y( ) )+—y( ) )
(z=0—,t) (z=07*t)

) ™) )
jm; f— P [——
o2 (2=0+ 1) Ox (2=0-) Oz (z=0+)

D'ou :

—

jwT)

m(jw)’t = =T [—jk + rjk] — jkTt = [1—r—t]=jwVuT[l—r—t

Soit :

tV/AT +m(jw)) = Vil (1 1)

v En combinant les deux équations données par les continuités, on obtient :

w
r = jmw = — ]wc
T jmw+2ul 1452
We
. 2/ uT B 1
o gmw 42/ uT 1_~_jﬁ
We
PRVITIA
ol : w, = ! (homogene a l'inverse d’un temps)
m

@ On peut vérifier la cohérence de ces résultats :

v Pour une « masse faible », on a w << w, et donc r — 0 et t — 1.
v Pour une « masse élevée », on a w >> w, et donc r — 1 et t — 0.
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e Coefficients de réflexion et de transmission en puissance

v La puissance transportée par une OPPM (y = Ypexp j (wt — kx)) le long d'une corde, en

x a linstant ¢, s’exprime comme suit :

P(z,t) = V(z,t) - Ty(x,1)

ol fg(x,t) = —Tgye} et V(x,t) = g’qie}.
x
D’ou : 90 8
— 799
P(z,t) = dz Ot

v La valeur moyenne de cette puissance s’obtient tres facilement en représentation complexe :

1,0y 1

(P) = Re{%ﬁ(z,t) Ty (2,1)} = 27 dx ot 2

Thw|Yp|?
En appliquant ce résultat aux trois ondes, incidente, réfléchie et transmise, on obtient :
1 2
(P) = 5ThwlYy)
1 21y, |2
(P) = —5Thwlr Y|

1
(P) = 5Thawlt |V

v Le TEC appliqué a la masse m donne :

dE.

a 7

Ou P est la puissance recue par la masse m venant de I'onde.

v En valeur moyenne, on obtient :

(P) = (59 =0

Car la valeur moyenne temporelle d’une dérivée (par rapport au temps) est nulle.

v La conservation de ’énergie s’écrit (en valeur moyenne :

(Bi) = (Fr) + (P) + (P)

Soit ici :
(Pi) = (B) + ()

v Les coefficients de réflexion et de transmission en puissance s’exprimant comme suit :

() 2
R=|—5+]=Ir|
(Pi)
() 9
T=|775+1=1
(Pi)
On doit donc avoir :
Ir|* +[t* =1

ce que l'on vérifie aisément.
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X Corde verticale
& Evolution de la tension

v La corde étudiée est représentée figurdlh]: on s’intéresse a I’équilibre d’une longueur mé-

soscopique de cette corde.

Mzgm«;,y

\Corde au repos

\
Figure 15 — Elément de longueur le long de la corde verticale
A Téquilibre, on a :

dT

az

T(z+dz) — ?(z) +uGde = [T(z4dz) = T(2) + pdzg] €. = 0 = = —ug

On integre, en sachant que pour z = L, la tension s’annule :
T(z) = pg(L — 2)
e Equation de propagation
¢ On considére maintenant un élément mésoscopique de la corde en mouvement (de longueur

ds &~ dz), comme représenté figure
y(z,t)  y(z+dzt)

pIIII //{ ‘ ;y
_T(th)\ :a('z?t)
; :
ig
z+dz .
T(z+dz,t)
Y- a(z +dz,t)

Figure 16 — Corde verticale en mouvement
v Le PFD appliqué a I’élément mésoscopique de la corde donne :

0?1 - - -
/Ldzﬁgy =T(z+dz,t) —T(z,t) + pdzg

D’ou :
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2
udz% =T(z+dz,t)sina(z + dz,t) — T(z,t)sina(z,t)

v D’ou, a l'ordre 1 en «, sachant que la tension s’annule pour z = L :

{ 0=T(z+dz,t)cosa(z +dz,t) — T(z,t)cosa(z,t) + pgdz

9y  0(Tsina),  O(ug(L —2)a(z,t) , dy 07y
udz@ = 5 dz = P dz = —ug%dz + pg(L — z)@dz

{ T(z,t)cosa(x,t) = T(z,t) = pg(L — z) ,

D’ou I'équation vérifié par y :

0%y oy 0%y
= +9(L - 2)@

o2~ Yoz
@ Relation de dispersion
v On se place a proximité du point d’attache en posant z << L, I’équation de propagation
devient : 52 5 o2
G =95, tolas
ot 0z 0z
v Afin de déterminer la relation de dispersion, on considére une pseudo - OPPM(+) de la
forme : y(z,t) = Yy exp j(wt — kz), on obtient alors :

—w® = —gjk — gLk
Soit :
2

2 W E
B =——7F
gL L

v Ainsi,k est a priori complexe : il y a donc propagation avec absorption et dispersion.

X Effets du couplage avec ’air
@ On reprend le modele de la corde vibrante mais on tient compte cette fois des frottements de
I’air : on ajoute donc au bilan des actions mécaniques agissant sur un élément de longueur de

la corde, la force de frottement visqueux :

2
udx%gy =T(z +dz,t) —T(z,t) — ﬁdx%?y

D’ou :

0%y 0y
pdr—s = T(x + dz, t)sina(x + dz, t) — T'(z,t) sina(z, t) — ﬁdxa

{ 0=T(z+dz,t)cosa(r +dx,t) — T'(z,t) cos a(z,t)
ot?

2 o 2
a2y 0Tsina) 5dx2§f 794, Bd:cg'z

{ T(xz,t)cosa(zr,t)=C=T
ox?

ot? Oz

D’ou I'équation vérifié par y :
Py _ 20% 10y

ﬁ—caaﬂ T Ot

@I=

T
Avec pour la célérité : onc= | — et 7 =
\/ 1
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@ Relation de dispersion

v Afin de déterminer la relation de dispersion, on considére une pseudo - OPPM(+) de la
forme : y(z,t) = Ypexp j(wt — kz), on obtient alors :

Soit :

)

]1'- 5
c”

v Ainsi,k est a priori complexe : il y a donc propagation avec absorption et dispersion.

1.8 Ondes acoustiques
SVF

X Définir 'approximation acoustique

X Etablir Péquation de propagation (1D) d’une onde acoustique dans le cadre de I’ap-
proximation acoustique (approche eulérienne puis lagrangienne).

X Etablir Péquation de propagation (3D) d’une onde acoustique dans le cadre de 1’ap-
proximation acoustique.

X Montrer que la célérité des ondes acoustiques dans un GP est de la forme :

. ")/RT()
T\ M

X Etudier Pinfluence de la viscosité sur la propagation d’ondes acoustiques (1D)

X Montrer que ’énergie mécanique volumique de ’onde acoustique est de la forme :
1 1
em = 5#0‘/12 + §XOP12

X Etablir I'expression du vecteur de Poynting acoustique :
M, =PV,
X Etablir ’équation de conservation de I’énergie mécanique de 1'onde :

Oe . =
87:1 + leHa =0

X Etablir Pexpression de 'impédance acoustique d’un fluide :
Ze = JpcC

X Déterminer les expressions des coeflicients de réflexion et de transmission en ampli-
tude, en pression et en vitesse, puis les coefficients de réflexion et de transmission en
énergie a 'interface entre deux milieux d’impédances Z1 et Zo.
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SVF

X Une OPPM(+), se propageant dans un milieu d’impédance Z occupant tout l’es-
pace, et venant de —oo, arrive sur une membrane en x = 0, de surface S et de masse
surfacique o. Déterminer les expressions des coefficients de réflexion et de transmis-
sion en amplitude, en pression et en vitesse, puis les coefficients de réflexion et de
transmission en énergie en x = 0.

X Déterminer le longueur que doit avoir la caisse de résonance d’un diapason.

X Déterminer la pulsation propre d’un résonateur d’Helmholtz :

v PA
wo= uV'L

On précisera la signification de toutes les grandeurs intervenant dans cette formule.

X Etablir 'équation de propagation des ondes acoustiques dans un pavillon acoustique,
caractérisé par une section droite S(z). Etudier le cas particulier S(z) = Spexp (ax).

X Approximation acoustique
@ On considere un fluide au repos (pression Py, masse volumique pg et vitesse moyenne (17) = 6)
@ Lors du passage d’'une onde acoustique, ces grandeurs varient :
v P(M,t) = Py+ P1(M,t) avec |Pi(M,t)| << Py
vV w(M,t) = po+ p1(M,t) avec | (M, 1) << uo
v (V) = ‘71(]\1 1) # 0 avec ‘71@\[ , 1) << c ou c est la célérité des ondes acoustiques dans le
milieu.
v Le coefficient de compressibilité (isentropique ou isotherme) est considéré comme constant
au passage de l'onde :

1 aV) 1 (’),u)
X0=~"% ap = 5 =C
VvV opP (T ou S) H orP (T ou S)
D’ou : "
= = 1
"7 Py @

X Equation de propagation 1D

e Approche Lagrangienne

¢ On considere une onde acoustique se propageant dans un tube de courant de section
constante S. Le systéme est unidirectionnel : les différentes grandeurs étudiées ne dépendent
que de z et de t :
& P(M,t) = P(x,t) = Py + Pi(x,t) avec |Pi(x,t)| << Py
& p(M,t) = p(x,t) = po + pa(z,t) avec [pu1(z,t)| << po
Z (V) =Vi(M,t)=Vi(z,t) avec Vi(z,t) << c

v Soit une méso-tranche comprise entre x et x + dx a I’équilibre. Au passage de 'onde
acoustique les limites de la méso-tranches deviennent = + £(x,t) et x + dx + {(z + dx, t)
comme représenté figure

v La dilatation de la méso-tranche est par définition :

o(dr)

dr

(5:
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Ou d7 = Sdz est le volume de la méso-tranche en 1’absence d’onde acoustique et ot 6(dr)

est la variation de ce volume au passage de 'onde acoustique.
T z+dx

== ===
&(x,t) &(x +da,t)

Figure 17 — Approche mésoscopique (La-
grangienne) 1D
D’apres la figure on a :

0= Sdx - ox

La dilatation est reliée au coefficient de compression :

10V 1 5(dr) 5
X0= " a5 = o

vopP dr P, P
D’ou : . 1
131:——5:———5
X0 Xo Oz

v Le BAM agissant sur la méso-tranche donne :
& P(x,t)S€, : force pressantes en z a l'instant ¢
& —P(x+dx,t)S€, : force pressantes en = + dz a linstant ¢

v Le TRC appliqué a la méso-tranche, de masse dm = puSdz = pgSdx donne :

dma—26 = (P(x,t) — P(x +dz,t)) S
atQ _ ) ’
Soit :
g% _ 10k
ot? n Mo ox
D’ou, sachant que P; = —i% :
Xo Oz
0%¢ 1 0%

o2 N X0H0 D2
On retrouve bien ’équation de d’Alembert avec :

1
v/ H0X0

CcC =

e Approche Eulérienne
v A 1D les différentes grandeurs étudiées ne dépendent que de z et de ¢t :
& P(M,t) = P(xz,t) = Py + Pi(x,t) avec |Pi(x,t)] << Py
& p(M,t) = p(x,t) = po + p(x,t) avec | (z,t)| << po

>

Z (V) = 171(]V[,t) = Vi(z,t)€, avec 171(1:,75) <<c

v Dans 'approche eulérienne a 1D, on utilise les équations locales :
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& Equation d’Euler (écoulement parfait sans autre force que les forces de pression) :

ovi ovy  obP
i or  Ox

& Equation de conservation de la masse (ou équation de continuité) :

o 0 (,u‘_;)

ot or v

& Coefficient yy :
1 8u)
X0=—" 55
K opP (T ou S)
v Dans le cadre de 'approximation acoustique, on linéarise ces équations (on ne garde que

les termes d’ordre 1) :

¢ Equation d’Euler :

ovi _ om
A T
& Equation de conservation de la masse :
O oV
I - = O
ot +Ho ox
& Coefficient xo (voir équation :
Xo= % = p1 = XopoPr
pobr
v Dou:
¢ Equation d’Euler :
A% 0P,
R 2
O™ o @)
& Equation de conservation de la masse :
oP 1 0V,
crr o 2 Y (3)
ot X0 Ox

Notons que les équations [2] et [3 sont les équations de couplages (1D)
v En combinant simplement ces deux équations de couplage, on otbient les équations diffé-

rentielles vérifiées par P, et V7 :
o’p 1 0°P
o> poxo Ox?

9%V, 1 9%V

o2 poxo Ox?

On reconnait bien ’équation de d’Alembert.

X Equation de propagation 3D

@ Dans ’approche eulérienne, on utilise les équations locales :
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v Equation d’Euler (écoulement parfait sans autre force que les forces de pression) :

p 0t (V- arad) V = —gradp

v Equation de conservation de la masse (ou équation de continuité) :

gﬁ: + div (,u"/)) =0

v Coefficient xq :
1 Ou

e ; aP)(TouS)

@ Dans le cadre de 'approximation acoustique, on linéarise ces équations (on ne garde que les

termes d’ordre 1) :

v Equation d’Euler (écoulement parfait sans autre force que les forces de pression) :

o,
Moaftl = —grad P

v Equation de conservation de la masse (ou équation de continuité) :

% + ModiV (‘71> =0

v Coefficient xo (d’apres l’équation :

1
X0 = SN p1 = XotoP1
pobr

e D’ol :
4 Equation d’Euler :

,uoaa‘? = —grad P}

v Equation de conservation de la masse :
0P, 1 —
= ——div (V)
ot X0
Les équations EI et [5| sont les équations de couplage (3D)
& Equation différentielle vérifiée par Vi

v Equation d’Euler dérivée par rapport au temps :

} 92V, @apl
0 (a0 — — e
o2

v Equation de conservation de la masse :

O~ Law (V)

8t X0
D'ou : N
02V, 1 — . 1 -
——— = ——vprad (divV) = AV
ot? H0X0 ( 1) poxo

(Car E‘EV; = 6), d’apres 1'équation d’Euler)
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& Equation différentielle vérifiée par Py
v Divergence de 'équation d’Euler :
av; —
podiv (8;) = —divgradP, = —AP;
v Equation de conservation de la masse :
. (2 0P
div (Vl) = XOW
D'ou : e
P 1
on_ Lan
ot [10X0
X (Célérité des ondes acoustiques

@& La célérité des ondes acoustiques dans les fluides s’exprime comme suit :

1
v/ H0X0

@ Dans le cas d'un gaz assimilé a un gaz parfait, on a :

CcC =

v Masse volumique :

 RM
Ko = RT,
v Coefficient de compressibilité isotherme :
dvV  dP 1dV 1
P f— — _— = "= ———— = —
VC:>V+P 0= x1 viP— P
D’otu :
_ L
X017 = j2)
v Coefficient de compressibilité isentropique :
dvV  dP 1dV 1
vt p XS=7yap ~ 4P
D’ot :
b
X0,S ~P

@ On en déduit la célérité des ondes acoustiques dans les gaz :

v Pour une évolution isentropique (la grande majorité des cas et le cas a prendre par défaut)

1 _ BT
VH0X0,8 M

v/ Pour une évolution isotherme

1 RTy
C = f—
VHOX0,T M

X Influence de la viscosité
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@ Dans 'approche eulérienne, on utilise les équations locales dans lesquelles on tient compte des

forces de viscosité :

v Equation de Navier-Stokes :

av
"ot

—> —>

+ (V . grad) V= —gradP + nm71

Avec 7 la viscosité dynamique et v la viscosité cinématique.
v Equation de conservation de la masse (ou équation de continuité) :

gﬁ; + div (/ﬂ-}) =0

v Coefficient xg :
. 1 8,u>
0=" 5p
H or (T ou S)

@ Dans le cadre de 'approximation acoustique, on linéarise ces équations (on ne garde que les

termes d’ordre 1) :

v Equation de Navier-Stokes :

I — >
“OaTl = —gradP, + nAV;

v Equation de conservation de la masse (ou équation de continuité) :

O (2

B + podiv <V1) =0
v Coefficient xq :

Xo= = = xopo Py
po Py
e D’ou :

v Equation de Navier-Stokes :

ovy

uoaitl = —gradP1 + T]A‘o/tl

v Equation de conservation de la masse :

oP 1. =
#:—%dw (V1)

& Equation différentielle vérifiée par V;

v Equation d’Euler dérivée par rapport au temps :

2V, — 0P oV,
Ho g = —eradgm FnA T

v Equation de conservation de la masse :

oP 1 .. /=
a—tl = —%dlv (Vl)
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D’ou : .
% 1 — —
= d (divV A——
BrS oo gra ( v 1) +v
Vi1 o v,
=—A A——
ot poxo Vitw ot

(En supposant que EEYZ = 6)
& Equation différentielle vérifiée par Py

v Divergence de I’équation d’Euler :

podiv (%Zl) = —divgradP, = —AP; + ndivAT_/)l

v Equation de conservation de la masse :

S OP:
div (V1> = Xoﬁitl
D’ou : 92p
1 —
21 = —— AP +vdivAV,
ot HoXo0

X Energie mécanique volumique

@ [énergie cinétique dE,. d’un élément de volume mésoscopique :

1 1
dE, = 5dm (V1) = EMOdT (V1)?

D’ou I'expression de la densité d’énergie cinétique :

_dE. 1
- dr _QMO

€c (Vl)z

& L’énergie potentielle acquise par I’élément mésoscopique au passage de I'onde acoustique (son
volume passe de d7 a d7 + d(dr) et sa pression Pj(t) passe de Py a Py + P;) s’exprime en
considérant la définition opérationnelle de 'énergie potentielle :

’ dr+4(dr)
dEp = Wop = — / Pegrd(dr) = — /d (Po + Pi(t))d(dr)
Sachant que :
__1d(d)
Xo= "4 ap

On déduit : . 1

sl

dE, = XOdT/ (Py + Pi(t))dP; = xodT <P0P1 + 2p12>
0

@ En ne gardant que le terme quadratique de valeur moyenne non nulle, on obtient la densité
d’énergie potentielle :
dE, 1

— P~ (P)?
“p dr 2X0( 1)

Et donc I'énergie mécanique volumique de 1'onde :

e = 3x0 (P1)? + 5100 (V1)? (©
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X Vecteur de Poynting acoustique

@ Le vecteur de Poynting - ou vecteur densité de courant d’énergie acoustique - est un vecteur
densité de courant dont le débit a travers une surface S doit donner la puissance de I'onde
acoustique traversant cette surface :

Pff‘_}ld_F:ff(Po—l-Pl)‘_}l(E)ffﬁa(ﬁ
S S S

@ D’ou, par identification et en ne gardant que le terme quadratique & valeur moyenne non nulle :
h,=PV,

X Equation de conservation de I’énergie mécanique
e Equation de conservation a 1D

v Calculons la divergence de ﬁa :

. L. 0P oV,
div(I,) = 5 (AVAs) = a—;m + a—;Pl

v On utilise ensuite les équations de couplage (1D) (équations t

&
o _ on
Ho ot Ox
&
om_ 1%
ot xo Oz
Do oV OP,
diV(ﬁa> - —Moaitl‘ﬁ - X()aitlpl

.= 0 /1 1
div(Il,) = ot (2X0 (P1)2 + 5#0 (V1)2)

D’ou I'équation de conservation de 1’énergie mécanique :

div(TT,) + % =0 (7)

e Equation de conservation a 3D

v Calculons la divergence de ﬁa :
div(ll,) = V- (PV1) = V- (V1) + (VP) - Vi = gradPy - Vi + PrdivVy

v On utilise ensuite les équations de couplage (3D) (équations E}et
&

page 34 sur 2024—2025 ©GR Fichier : SVF_0D_corrige



OD SVF : Enoncé PC* Joffre

o ov; oP
iv(Ta) = 0=t Vi — xo =t P
div(Il,) 140 5 Vi —xo ar 1

= - 0 (1 1
div(iLy) =~ 57 (50 (P + 30 (1)?)

D’ou I'équation de conservation de 1’énergie mécanique :

div(TT,) + % =0 (8)

X Impédance acoustique

@ L’impédance caractéristique (ou impédance acoustique) est le rapport entre Vi (z,t) et Py(x,t)
dans le cas d'une OPP(+) :
Pi(x,t
ZC - 21 (J” ))
Vi, 1)) opp(4)

@ Dans le cas d'une OPP(+), on peut écrire :
Pi(z,t) = f(t —x/c) = f(v)

Avecv =t —x/c

Alors , ’équation de couplage [3] permet d’écrire :

o _ 1on _ 1df
ot pp 0r  pocdu
D’ou :
Vi(a,t) = — 22 f(t - z/c)
Ho
Et donc : 5
L= 1<x7t)) poc= |22
Vi, 1)) opp4) X0

X Coeflicients de réflexion et transmission en amplitude
@ On considere une OPPM(+), de pulsation w, se propageant dans un milieu d’impédance ca-
ractéristique Z; et arrivant dans un milieu d’impédance caractéristique Z,, U'interface entre les
deux milieux se situant en z = 0.

@ Onde incidente : ‘
V(2 1) = Voel ()

Pyi(2,t) = Z,Vped@i=k12)

Avec w = kjcy et ¢ = .
VH1X1

@ Onde réfléchie : 4
Vi (2,t) = 1y Voed @HHki2)

Pio(2,t) = 1pZ, Vol W2 = — 7,1y Vol WHR2) oy =

@ Onde transmise :
Vig(z, 1) = by Voel WFH22)

A . 7
Pyy(2,t) = tpZ, Voed WiTR3) = Zot, Voel Wih2) = ¢, = ?tP
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@ Condition limite en z =0

v Continuité de la pression :

P1;(0,1) + P1,(0,t) = P1,(0,2)
v Continuité de la vitesse :

V1i(0,8) + V4,.(0,2) = V4,(0,¢)

v On en déduit :

1+rp=1ip
Z
1+ZVZEV§1—EP:Z7EP
2
Soit :
Zy — 2y
rp = ——H
7+ 2,
tp— 222
7+ 2,
VAR
vy = 5 ——F%
Z1+ 2,
I
vV Zi+ 2,

e Etude des différents cas :
v Casou |Z,|>>|Zy| :ry=1letrp=—1
v Casou |Z,| << |Zy|:ry=—1letrp=1
v Casou |Z,|=|Zy| : 7y =rp =0
X Coeflicients de réflexion et transmission en puissance

@ La valeur moyenne du vecteur de Poynting acoustique pour une OPPM, se propageant suivant
(Oz) s’exprime comme suit :

Ll

PV*C, = -ZJV]*E,

DN =

& Les vecteurs de Poynting moyens des ondes incidente, réflechie et transmise, valent donc :

v Vecteur de Poynting incident :
1 N
I, = §Z1VO €x

v Vecteur de Poynting réfléchi :

M 1 21,2

., = 3l PV 2,
v Vecteur de Poynting transmis :

N 1

O = =5 Zolty V5 @s

@ On en déduit les coefficients de réflexion et transmission en puissance :
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v Coeflicient de réflexion en puissance

o, . Lo — Ly
R = H (Lr H _ |£V|2 _ |22 E1 |2
HH(I[” 1 +*2
v Coefficient de transmission en puissance
||H(L1H ‘Z ‘ |Zl +Z2‘2

1.9 Autres ondes mécaniques
SVF

X Etablir I'équation de propagation le long d’une chaine de pendules couplés dans
I’approximation des milieux continus. Les pendules (longueur [, masse m) sont iden-
tiques et le couplage fait intervenir un couple de torsion C' identique le long de la
chaine.

X Etablir Péquation de propagation des ondes, a la surface d’un fluide

X Equation de propagation le long d’une chaine de pendule

@ On consideére une chaine de N pendules (m, 1) identiques. Le n'*"*¢ pendule oscille dans le plan
x = na et est repéré par 'angle 6,,(t) comme représenté figure

Figure 18 — N pendules couplés par I'intermédiaire d’un
cable de torsion

& Equation différentielle vérifiée par ,,(t) :
v Le BAM appliqué au n*“™¢ pendule donne :

& Couple de rappel a gauche, projeté sur l'axe (Ox) :
—C (On(t) — On-1(t))
& Couple de rappel a droite, projeté sur l'axe (Ozx) :
—C (er(t) - 9n+1(t))
& Couple di au poids, projeté sur I'axe (Ox) :
—mgl sin 0,,(t)

v Le TMC appliqué au pendule n donne :

ZQ d 071( )
dt?

= —C (0,(t) — Op-1(t)) — C (0,(t) — Opr1(t)) — mglsinf,(t)
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Soit :
d?0,(t)
d¢?

ol : w \/E et w ¢
W0 =47 1= 1 —5
l ml?

v On se place dans 'approximation des milieux continus : on repere le pendule n par sa
position au repos x, avec a << x. L’angle 0,,(t) pour repérer le pendule devient : 6(z,t).
Le TMC donne alors :

+ 2030, (1) 4+ wi sin 0, (t) = Wi (Op_1(t) + On_1 (1))

2
gtg + 2w30(x,t) + wi sin O(z, t) = wi (B(x — a,t) + 0(x + a,t))

v Sachant que a << z, on effectue un développement de Taylor a l'ordre 2 :

06  19%0
6(:L'+a,t) = G(x,t) + afa—i— 5@
00 10%6
G(xfa,t) :Q(x,t)f %a 5@@2
On obtient alors :
020 , 920
w—l—wOSlne(w,t):C @

Avec ¢ = wia

Cette équation de propagation n’est pas linéaire en raison du terme sin 6(z,t). Les effets
non-linéaires et dispersifs de ce type d’équation de propagation permettent la propagation
de solitons.

v Dans 'approximation des petits angles, on obtient une équation linéaire :

020 9 5 020
— twib(z,t) =c"—
ot2 00, 1) Ox2
La relation de dispersion s’obtient alors facilement :
—w? + wg = —2k?
Soit :
K2 — w? — wj
2

On obtient I’équation de Klein-Gordon

X Equation propagation a la surface d’un fluide

-
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1.10 Nature d’'une OEM dans le vide qualifiée d’OPP
SVF

X Montr_c;r que pour une OEM qualifiée d’OPP se propageant suivant (Oz) , les champs
FE et B sont transverses et sont perpendiculaires entre eux.

X Etablir la relation de structure pour une OPP se propageant dans le vide :

C.AE
C

B =

X Etablir I'expression du vecteur de Poynting correspondant & cette OPP :
= eoE?c €,

X Etablir 'expression de la densité d’énergie électromagnétique correspondant & cette
OPP :
Uem — €0E2
X En déduire la relation entre v et Uepm,.

X Montrer que ’énergie de ’OEM se propage a la vitesse c.

X Structure d’une OPP dans le vide - relation de structure

& Equation de Maxwell dans le vide

Maxwell Gauss divE _r = divﬁ =0
€0

Maxwell Thomson divB =0

——> OB
Maxwell Faraday rotFE = —(a,—t

- > 10E  —— 10E
Maxwell Ampere otB = pj + =— =r10tB = ——

axwe mpere  ro woJ + Ehen ro 25

@ On consideére une onde plane se propageant suivant (Ozx) :

E;);(f_ %) BI(ZL_ (i)
E(M,t) = E,,(f—%) B(M,t)={ By,(t— "(i)
Ba(t =) B.(t- ")

@& Les équations de Maxwell Gauss et Maxwell Flux permettent d’écrire :

0E, OE, OE., O0E,
; — — = — =0
ox oy 0z ox
0B, 0B, 0B, O0E,
+ 2+ =

ox dy dz  Ox

0

L’onde électromagnétique plane est donc obligatoirement transverse.

@& Les équations de Maxwell Faraday et Maxwell Ampere permettent d’écrire :

0E. 0B,

— C
ox ot (9)
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0E, 0B,
o o (10
0B,  10E,
or 2 ot (11)
0By 1 0F,
- 12
oz c? ot (12)
@ On introduit u =t — /¢, alors, pour tout champ X (¢ —x/c) = f(u), on a :
ox _ _1df
dr  cdu
ox _df
ot du

Ainsi, en posant E,(t —z/c,t) = f(u), E.(t — x/c,t) = g(u), By(t — x/c,t) = F(u) et B,(t —
z/c,t) = G(u) les équations 9] et [12] s’écrivent :

%5; . (311;1: g(u) = —cF(u) = E.(t — x/c,t) = —cBy(t — z/c,t)
T _dl“; Flu) = cG(lu) = By(t —xje,t) = chl(t —z/e,t)
e _1%;@ = Gu) = ff(u) = Bu(t—xfet) = ny(t —a/e,t)
o = S s F(w) = —g(u) = Byt~ a/e,t) = — Bu(t — /e )

@ On vérifie alors facilement que E et B sont perpendiculaires :
E-B=E,B,+ E.B. = ¢cB.By — cBy,Bz = 0

@ On vérifie également que la relation entre les normes :

IE| = B} + EZ = \/2BZ + By = ¢|| B|

@ Enfin on vérifie que le triedre (€, E, E) est direct :
2., NE=-E.8,+E,2,=c(B,2,+E.2,) =cB
D’ou :

X Approche énergétique d'une OPP
@ Vecteur de Poynting :

E)/\E:E/\(E)x/\ﬁ) B HE’HQE)

x

o=

Ho Hoc Hoc
@& Densité d’énergie électromagnétique :

1

sl Bl = 2ol Bl

€0 |22 L =2 €022
wen = I + 5 I B = ZIE) +
@ Relation entre ﬁ et Uem N
P, .

z — UemCE€ g
Hoc

o=
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X Vitesse de propagation de I’énergie électromagnétique
@ Soit une OPP(+) se propageant dans le sens des = croissants et traversant une surface S a
Iinstant ¢. La puissance traversant la surface S a l'instant ¢ vaut :

P= ff I - dS = eoc| E|)2S
S

@ [’énergie électromagnétique traversant la surface S pendant dt vaut :
2
dE,, = Pdt = eoc|| E||*Sdt
e Cette énergie dFE,, est ’énergie contenue dans le parallélépipede de section S et de longueur
V.dt ou V, est la vitesse de propagation de I’énergie électromagnétique comme indiqué figure

[[Y] : N
dE,, = tem X SVedt = EOHEHQSVth

Vedt

Figure 19 — Vitesse de propaga-
tion de I’énergie électromagnétique

@ En comparant les deux expressions de dF),,, on obtient :

Ve=c

1.11 Nature d’'une OPPM(+) dans un milieu matériel

SVF
Soit une pseudo OPPM(+), de pulsation w se propageant suivant (Oz) dans un milieu

caractérisé par :
E(w) = K'(w) + jk" (w)

X Déterminer les expressions des champ électriques et magnétiques complexes.

X Justifier que la vitesse de phase est de la forme :

W

X Etablir les expressions de la permittivité relative complexe du milieu et de I'indice

complexe du milieu.
X Déterminer 'expression du vecteur de Poynting moyen associé a cette onde.

X Les champs de cette pseudo OPPM(+) s’écrivent :
E(Z\J, t) = Egexpj (wt —kz) = Egexp (K"z) exp j (wt — K'2)
B)(J\J, t) = Boexp j (wt —kz) = Bo exp (K"2) expj (wt — k'2)

Notons que pour un milieu passif, et dans le cas d'une OPPM(+), on a : k' > 0 et k" < 0.
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X On en déduit le champ magnétique Eo grace a la relation de structure

_EAE

[ss1)

-~ kAE
= By = — =

w
X La phase de 'onde vaut donc :

S =wt—kz
= la vitesse d’un plan équiphase se détermine alors facilement :

d
d® =0 = wdt — Kdz = Vy = = = =

dat K

X La permittivité relative, ainsi que I'indice complexe, sont définis & partir de la relation de dispersion
dans le vide :
@ Relation de dispersion pour une OPPM(+) dans le vide :

Ew) = k(w) = 2 =

B k? = eopow’

« Relation de dispersion pour une OPPM(+) dans un milieu matériel de permittivité complexe

e, : on remplace €y par og, dans la relation de dispersion d’'une OPPM(+) dans le vide :

E(w)? = (K (w) + jK" (@))? = ercopow?
Soit, en posant &, = &), + jel! :

k/2 o k/lQ _ 5;50#00)2
1 2
2K'K" = ErE0OW

Notons que si €, est fonction de w alors le milieu est dispersif.

@ Relation de dispersion pour une OPPM(+) dans un milieu matériel d’indice complexe n : on

remplace ¢ par © dans la relation de dispersion d’'une OPPM(+) dans le vide :
n

n2 n
k(@) = (K(w) + K" ()" = 5o’ = k(@) = K (w) + k" (w) = v

Soit, en posant n = n’ + jn”’ = n, — jne ol n, est I'indice de réfraction et ol n. est I'indice
bl T e T e
d’extinction :

Ny
K =—w

C
k// _ Te

Notons que si n est fonction de w alors le milieu est dispersif.
X Vecteur de Poynting moyen :

(i) = Re (I

Avec :
i EAB_ (Boow(2) A((EnEo) ew®'2) (B o g
I = - _ exp (2K72) T
QMO 2;“0(*] 2#0&)
D’ou : o
|E,|?

() = 52—

Vi 1>
200 exp (2k"2) k'€,
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1.12 Plasmas
SVF

X Préciser les hypotheses précisant le cadre de ’étude des plasmas.

x

Déterminer la pulsation propre d’oscillation d’un plasma.

X Montrer que la conductivité d’un plasma est de la forme :

—iegw?
_ TJ50%%

w

On précisera les hypotheses faites.

Nommer w, et donner son expression.

X En déduire la relation de dispersion dans un plasma :

2 2
k:w wp

Comment nomme-t-on cette relation ?

X Montrer que la permittivité relative complexe du plasma est de la forme :

En déduire I'indice complexe du plasma.

X Montrer que les plasmas ne sont pas dissipatifs.

X Hypotheses sur I'étude des plasmas :

@ On considére un plasma constitué de n* électrons par unité de volume (charge —e, masse m,
vitesse U.) et de n** ions par unité de volume (charge +Ne, masse M >> m, vitesse U;).

@ En ’absence d’onde électromagnétique le plasma est localement neutre :
p=pm=—en"+ Nen™ =0

@ En présence de 'onde électromagnétique, on néglige la composante magnétique de la force de
Lorentz devant sa composante électrique agissant sur les charges. D’otu, a l'aide de grandeurs
caractéristiques :

Fg E c 1
Fp VB V

Ainsi, pour que cette hypothese soit valable, il faut que les charges soient non relativistes.
@ On néglige le poids agissant sur les charges, on néglige aussi toute interaction entre particules
chargées.
@ On consideére que le champ électrique appliqué est localement uniforme :
v Approche lagrangienne : on considere que la longueur d’onde est trés grande devant la
dimension caractéristique du mouvement d’une charge :

A a
A — — -
>>a:>T>>T:>(=>>V

Cette hypothese est valable si les charges sont non relativistes.
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v Approche eulérienne : on considere que 'accélération locale d’une particule fluide est tres
grande devant ’accélération convective :

|(V-grad) VIl v2yp v
ov VT«

4l
On retrouve la condition des charges non relativistes.

<<1

v Ainsi, quand on applique le PFD a une charge, le champ électrique apparait comme une
fonction du temps uniquement :

—

E = Egexp (jwt)

@ Le PFD appliqué aux électrons et aux ions donne :

dug —
— _¢E
m((ﬂii} €
M — _NeE
dt

Le nombre N étant de l'ordre de I'unité et sachant que m << M, on a (avec les grandeurs
caractéristiques) :

Ve _ Mui__ui
T mT T
Ainsi, 'accélération des ions est négligeable devant celle des électrons : on pourra don négliger
le mouvement des ions devant celui des électrons.

@ Le vecteur densité de courant dans le plasma s’écrit donc :
TM,t) = (=en)(Te) (aray + (eNn N Ti) argy ~ (—en™) (Tedara)
Soit, en notant ¥ la vitesse moyenne des électrons :
7(M, t) = (—en*)V

@ Dans le cadre du modele utilisé (équivalent du modele de Drude), la vitesse U est la solution
de I'équation différentielle vérifiée par U, en régime forcé, notamment en régime sinusoidal
, 5 . — — . oA e 2
forcé, c’est la vitesse v = (V) qui doit étre utilisée.
@ Dans le cadre du programme de PC, on s’intéresse a la propagation des ondes transverses dans
le plasma.

X Oscillations propres d’un plasma

@ On considére un plasma constitué de n* électrons par unité de volume (charge —e, masse m,
vitesse U,) et de n** ions par unité de volume (charge +Ne, masse M >> m, vitesse U;).

@ En ’absence d’onde électromagnétique le plasma est localement neutre :
p=pm=—en*+ Nen™ =0

® Soit, suivant 'axe (Oz), un petit déplacement d’ensemble £(z,t) des électrons situés en z quand
le plasma est au repos et soit la mésotranche de section S et de longueur dz. La variation du
volume de la mésotranche due au déplacement des électrons vaut :

23

dV = S¢(z +dz)) — S¢(z) = Saz

dz
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Alors la nouvelle densité volumique d’électrons vaut :
PSdz+dV 0z)

D’ou, la nouvelle densité de charges :

3

(-
> -

@ Le champ électrique crée par cette densité de charge (E = E(z,t)€,) de déterminer & partir
de I’équation de Maxwell- Gauss :

*

b

7N

pp = —en, + Nen™ = en

.= O0E p en* (0&
awE === ()

D’ot : )

E(z,t) = “—¢(2,1)

€0
e Le PFD appliqué & un électron donne alors :
2

m% = —eF(z,t)
Soit : L2

ditg +wl(z,t) =0

n*e?

ol wy = est la pulsation de plasma.

gom
X Conductivité complexe du plasma

@ On considere un plasma placé dans un champ électromagnétique. Le PFD appliqué a un électron
donne donc :

duve = dv —
m =—ell=m— = —ek
dt dt -
Avec : ¥ = vjexp (jwt)
@ On obtient donc : .
N —e = - nfetx
U= E=j=—FL
Jmw = Jjmw
@ Sachant que la conductivité du plasma vérifie : z = 7E , on en déduit :
n*e?
Y= (13)
jmw

Ainsi, la conductivité du plasma est imaginaire pure : le champ électrique et le vecteur densité
de courant électrique sont en quadrature.

X Relation de dispersion dans un plasma

& Equation de Maxwell dans le plasma (en complexe)

Maxwell Gauss divE = 2

€0
Maxwell Thomson divB =
——> OB
Maxwell Faraday rotE = —a—?
—— — 1 6]75 —— - 1 8E
Maxwell Ampere  rotB = poj + 5— = rotB = popvE + ——
= 2ot - cz ot
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@ On étudie la propagation d’'une OPPM(+) transverse dans le plasma :

E(M,t) :Eoexpj (wt— E ?)

B(M,t) = Boexpj (wt— k- 7)

Avec E =ke,
@ [’onde étant transverse, on a :
EMt) - E=0=p=0

Ainsi, lorsqu'une OPPM transverse se propage dans un plasma, alors le plasma est obligatoi-

rement neutre.
@ En prenant le rotationnel de I’équation de Maxwell Faraday, on obtient :

—_— [—> > — E
rot (rotE) = —rot (8)
I »  OrotB
= grad (divE) —AE = — rgti
0E 1 0°E

= AE =50 T o g

@« En utilisant la forme de ’OPPM, on obtient :
w2

—k* = poyjw = 5

2

w on*e
=k = 2 £ - 2

c m c

Avec :
n*e? )
wp = la pulsation plasma
mego

@ On retrouve la relation de dispersion de Klein Gordon :
v Siw > wy, k est réel, on a propagation sans absorption avec dispersion

w c
vy = — = ———= = f(w) = dispersion
k w2
-2
w

d [ w2
Vg = ﬁ =ci/l— w—g = g(w) = déformation de ’enveloppe du paquet d’onde

E(M,t) :EOexpj (wt— - 7"’)

v Siw < wy, k est imaginaire pur, il n’y a pas propagation, on a une onde évanescente :

5— r c
L4 wi — w?

E(M.t) = Eyexp (= ) exp (w1)

(en prenant une propagation suivant (Oz))
©GR Fichier : SVF_0D_corrige
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X Permittivité relative et indice du plasma

@ La permittivité relative, ainsi que l'indice complexe, sont définis a partir de la relation de

dispersion dans le vide :
2

w
k= z = pogow? — k? = pioeog,w?

c w w
vp=—k=n——=k=n—

n c c
wQ—wg

Notons que : k? = ppeoe,w? = € R, implique que la permittivité du plasma est

toujours réelle.

@ Permittivité relative :

B(w)? = (K(w) + K" (@) = ereopow?
Soit, en posant &, = €. + jei :
k/2 o k‘”2 _ 5;50110(*}2
2k'k" = "o pow?
v Siw > wy, k est réel, on a propagation sans absorption avec dispersion :
2
_ “p g Y
5r—€r—1—ﬁ>0etk—k = e;z
v Siw < wp, k est imaginaire pur, on n’a pas propagation :
/ wlzl / I , W
gr=¢,=1——5<0etk=Fk avec k" = |/—&,—
w c

@ Indice :
2

Bw)? = (K (@) + K" (@) = 5" = klw) = K(w) + k" (©) = Zw

v Siw > wp, k est réel, on a propagation sans absorption avec dispersion :

n=n,=1-

X Approche énergétique
@ La puissance volumique moyenne regue par le plasma s’exprime comme suit :
- - 1., = 1 =92
P,=j -E=(P,)=Re 5 -E* ] =Re §1|El

@ Sachant que la conductivité plasma est imaginaire pure, on obtient : (P,) =0
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1.13 Conducteurs

Bve

X Préciser les hypotheses faites pour I’étude des ondes électromagnétiques dans les
conducteurs.

X Montrer que la conductivité dans un conducteur est de la forme :

70

T T e

Nommer g et donner son expression.
Nommer 7.

X Etablir la relation de dispersion dans les conducteurs métalliques.
X Montrer que la permittivité relative équivalente du conducteur est de la forme :

Y0

=14+ —
= + Jjweo(1 + jwr)

En déduire 'indice complexe du conducteur.

X Montrer que dans le cas ot wr << 1, l'effet de peau prédomine. Etablir I’expression
de la distance caractéristique d’atténuation.

X Montrer que dans le cas ou wr >> 1, le conducteur se comporte comme un plasma.

X Montrer que une OEM ne peut pénétrer dans un conducteur parfait.

X Hypotheses sur I'étude des conducteurs :

@ On considére un conducteur constitué de n* électrons libres par unité de volume (charge
. . . —> O 3 , . ) ) e , . ,
—e, masse m, vitesse U.) et n** ions métalliques (constituant le réseau métallique, fixes, en
moyenne, dans le référentiel d’étude).

@ En ’absence d’onde électromagnétique le conducteur est localement neutre :
p=pm=—en*+ Nen™ =0

@ En présence de 'onde électromagnétique, on néglige la composante magnétique de la force de
Lorentz devant sa composante électrique agissant sur les électrons. D’ou, a l’aide de grandeurs

caractéristiques :
F E c
S
Fg VB V

Ainsi, pour que cette hypothese soit valable, il faut que les électrons soient non relativistes.

@ On néglige le poids agissant sur les électrons.
@ On modélise les interactions d’un électron avec le réseau métallique par une force de frottement
fluide, appelée force de Drude :
= —
FD = -0 e

@ On considere que le champ électrique est localement uniforme : on considere que la longueur
d’onde est tres grande devant la dimension caractéristique du mouvement d’un électron :

A a
A - —=ce>>V
>>a:>T>>T:>(>>

1. On s’intéresse ici aux conducteurs métalliques
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Cette hypothese est valable si les charges sont non relativistes.
Ainsi, quand on applique le PFD a un électron, le champ électrique apparait comme une
fonction du temps uniquement (champ localement uniforme) :

— —
E = Eqexp (jut)
@& Le vecteur densité de courant dans le plasma s’écrit donc :
= —>
J(Mt) = (—en®)(Ve) )
Soit, en notant ¥ la vitesse moyenne des électrons :
T (M, t) = (—en)T
@ Dans le cadre du modele utilisé (modele de Drude), la vitesse ¥ (vitesse moyenne d'un électron)
est la solution de I’équation différentielle vérifiée par ¥, en régime forcé, notamment en régime
sinusoidal forcé, c’est la vitesse ¥ qui doit étre utilisée.

@ Dans le cadre du programme de PC, on s’intéresse a la propagation des ondes transverses dans
le conducteur.

X Conductivité complexe des métaux
e Le PFD appliqué & un électron donne donc :

du, dv -
m — _¢F — AT, = m— = —eE — \U
dt dt -0
Avec : ¥ = vjexp (jwt)
@ On obtient donc :
n*e2r
— —e€ —> —> m -
T=————F=j=—™"_
- jmw + AT J 1+jrw—

@ Sachant que la conductivité du conducteur vérifie : z = lE , on en déduit :

70
_ 14
X 14 j7w (14)
Avec :
B n*e’r
lo o m
, la conductivité statique du conducteur.
Et :
m
T=—
A

, le temps de réponse du conducteur.
Ainsi, la conductivité du conducteur est complexe : le champ électrique et le vecteur densité
de courant électrique sont déphasés.
X Relation de dispersion dans les conducteurs métalliques.
& Equation de Maxwell dans le conducteur (en complexe)

Maxwell Gauss div E 2
50
Maxwell Thomson divB =
—_—— §
Maxwell Faraday rotE = _i)t
1 0E —» 10E
Maxwell Ampere rotB ,uoj + = [97 érotB poYvE + 2
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@ On étudie la propagation d’'une OPPM(+) transverse dans le conducteur :

s’

(M, t) = Epexpj (wtfg- ?)

E(]Vf,t) = Eoexpj (wt — E ?)

Avec E =ke,

€
@ [’onde étant transverse, on a :
E(Mt) E=0=p=0

Ainsi, lorsqu'une OPPM transverse se propage dans un conducteur, alors le conducteur est
obligatoirement neutre.
@ En prenant le rotationnel de I’équation de Maxwell Faraday, on obtient :

i (iE) = 1ot (%)

ot
— — — ;—’B
= grad (divE) —AE = far;:
- 0E 1 0’E

Soit : ,
2
w w w
=2 -2 JT (15)
c 14+ j1w
Avec :
n*€2
wp = la pulsation plasma
meo

X Permittivité complexe et indice complexe des métaux.

@ La permittivité relative, ainsi que l'indice complexe, sont définis a partir de la relation de

dispersion dans le vide :
w2
k? = = = posow? — k* = pocog,w?

2
c w w
Vp=—Sk=n——k=n—
n c c
e Permittivité complexes
On a donc : ,
2 .
w Wy,  JTw
k? = posog,w? = — — 21—
© T Hosog,w 2 A2l+jrw
D'ou : ,
W TW
Er = _Z(J‘):l‘*‘.fm‘
w? \ 1+ jrw Jweo(l + jwr)
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@ Indices

Sachant que :

E2:

|
3

On en déduit : 9
N .
w2 \1+ jrw jweo(1 + jwr)
X Effet de peau (w << 1/7)

@& La relation de dispersion (équation s’écrit :

2 w2 2 w2
K== (1 jmﬂ;) - <1 j7p>
C w C w

@ Sachant que w << 1/7, on peut écrire :

2

2 >> 7202
w

P
@ Or, pour les conducteurs métalliques, comme le cuivre, on a :

7~ 105 et w, ~ 100 rad-s ™!

D’ou :
7'2%2) ~10* >> 1
Et donc :
“p
T—>>1
w
Ainsi, la relation de dispersion s’écrit :
2
WoWT
2 . .
E = —j—5— = —jnopow
c

@& On peut alors en déduiref] expression de k = k' + jk”

o -7\ 11—y
k= \/omow (\/§ ) =5

Oou
5= 2
Ho~Yow
1
(k' =K"= S) est la profondeur de peau, ou distance caractéristique de pénétration de I’onde

dans le métal.
@ Les champs électrique et magnétique, d'une pseudo OPPM(+) se propageant suivant (Oz),
s’écrivent alors :

E(]V[, t) = Eo exp <_<SZ> exp j (wt — Z)

)
= = —z . z
B(M,t) = Bpexp (5> exp j (wt - 5)

On retrouve bien l'effet de peau : 'onde se propage dans le conducteur tout en s’atténuant, la
distance caractéristique d’atténuation étant 9.

2. Sachant que exp(—jm/2) = —j et ne prenant k' > 0 pour une pseudo OPPM(+)
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@ Pour caractériser cette propagation, on peut calculer les vitesses caractéristiques de cette onde :

w 2w
v = — = —_— w
CT K \' o0 @)

Au cours de la propagation, il y a dispersion.

v vitesse de phase :

v vitesse de groupe :

dw dw dé w 9

Au cours de la propagation, il y a déformation de I’enveloppe du paquet d’onde.

X Plasmas (w >> 1/7)
@& La relation de dispersion (équation s’écrit :

2 2 2 _ 2
2_ W W Jtw YT
2 A1+ jrw c2

On retrouve bien la relation de dispersion des plasmas :

v Siw > wyp, k est réel, on a propagation sans absorption avec dispersion :

w &

Vo= 4 T T f(w) = dispersion
1%
w2
d w2
Vg = ﬁ =ct/l-— w—g = g(w) = déformation de ’enveloppe du paquet d’onde

E(M,t) :EOexpj (wt— - ?)

v Siw < wy, k est imaginaire pur, il n’y a pas propagation, on a une onde évanescente :

1 c
5 = —_— = —
G
E(,6) = Eyesp (-3 ) expj (w)

(en prenant une propagation suivant (Oz))
X Modele du conducteur parfait
@ On considere un conducteur métallique utilisé a une pulsation w telle que :

1
- <<w<wp
.

. . . R , :
Dans ce cas la, le conducteur se comporte comme un plasma a basse fréquence : I'onde ne
pénetre pas dans le conducteur mais s’y réfléchi totalement. On dit qu’il y a réflexion totale.

@ Le modele du conducteur parfait correspond a un cas particulier du cas précédent : on se place

dans le cas ol — << w << w, de fagon a avoir un déphasage de 7 a la réflexion.
T

Un conducteur peut étre considéré comme parfait pour une pulsation w si :

1
- <<w << w,p
.
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Notons que si on se place dans le cas limite de l'effet de peau a haute fréquence : quand w
tend vers l'infini, la distance caractéristique d’atténuation tend vers zéro. Ainsi, 'amplitude
des champs tend immédiatement vers zéro quand l'onde arrive a la surface du conducteur :
I’onde ne pénetre pas dans le conducteur.

@ Un conducteur parfait est un conducteur vérifiant les conditions précédentes, et ce pour toutes
les fréquences. il faut donc que 7 tende vers 0 et w, tende vers I'infini. Et donc, en tenant
compte de 'expression de 7y, il faut que 7 tende vers I'infini :

Un conducteur parfait est un conducteur dont la conductivité vy est infinie.

Notons qu’en posant g infinie pour un conducteur parfait, on retrouve rapidement, la nullité
des champs dans le conducteur, en considérant que la puissance recue par le conducteur doit

étre finie :
2> 2 2
P,=j -FE=ynZk
~~ ~
finie co 0

1.14 Diélectrique
SVF

X En utilisant le modele de Thomson (ou de Mosotti), établir I'expression de la pulsa-
tion propre du systéme noyau/électron :

e2

wy = | ——=
dmegmR3

On précisera la signification des différentes grandeurs intervenant dans I’expression
de wo

X Etablir 'expression de la permittivité relative complexe d’un DLHI idéal :

w2

€r=1+—pjw
wi — w24 —
-

X Dans le cas d'un DLHI idéal dilué, établir ’expression de l'indice de réfraction du
diélectrique et de I'indice d’exctinction du diélectrique.

Etablir la loi de Cauchy, vérifiée par un diélectrique en dehors des zones d’extinction.
Démontrer la loi de Beer-Lambert.

Démontrer la loi de Gladstone.

X X X X

Expliquer la couleur bleue du ciel et la couleur du couchant en utilisant la formule
de Larmor, donnant la puissance rayonnée par une charge g accélérée :

2.2
foq°a
,Pfrayzi

6mc

ou a est 'accélération de la particule.

X Modele de Thomson
@ Dans ce modele on considére que I'atome est constitué d’une charge positive Ze (noyau) répartie
uniformément dans une sphere de rayon R, de centre P (barycentre des charge positives) et
d’électrons (de masse m, de charge —e) se déplacant librement & 'intérieur de la sphere.
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@ Le champ électrostatique crée par le noyau, en tout point M du noyau (repéré par ses coor-
données sphériques, de centre P), s’obtient facilement en appliquant le théoreme de Gauss :

- Zer
EM)=—"-—7¢
( 47T€0R36T

@& La force exercée par le noyau sur un électron, en M, vaut donc :

2 2
Zerg, Ze®

F(M)=--2"_2, =--—""__
(M) dregR3 " 47?50R3T

Ainsi, cette force est attractive : en ’absence de champ extérieur, la position d’équilibre des
électrons est au centre de I'atome (r = 0).

@ En présence d’'un champ extérieur E , le PFD appliqué a 1’électron donne :

27 Ze? 7
m = — T —e
dt? dmegR3
Soit : , ,
d*7 Z -
T e — —EE

dt? - dreomR3 " m

On obtient ainsi I’équation d’un oscillateur harmonique forcé, de pulsation propre :

Ze?
Wy = \|———=
dreomR3

X Modele de Mosotti

@ Dans ce modele on considére que atome est constitué d’un noyau ponctuel P (de charge Ze)
et est entouré par un nuage électronique sphérique, de rayon R, indéformable de centre N
(barycentre des charges négatives), de charge totale —Ze.

@ Le champ électrostatique crée par le nuage électronique, en tout point M du nuage (repéré par
ses coordonnées sphériques, de centre N), s’obtient facilement en appliquant le théoreme de

Gauss :
Zer _,

E(M) - _47T60R3 o

@ La force exercée par le nuage électronique sur le noyau, avec P = M, vaut donc :

2 2 2 2
Zerg Ze” _,

FP)=-"— ="
( ) 47T€0R3 ! 47l'€0R3T

Ainsi, cette force est attractive : en 'absence de champ extérieur, N et P sont confondus.

@ En présence d'un champ extérieur E , on considére que vu son inertie, le noyau reste fixe :
le nuage se translate de 7y sans se déformer. Sachant que la force exercée par le nuage
électronique vaut alors (en remplagant 7 par —7 ) :

— Z%e?
F(P)= —=7
( 4 €0R3 N
et en utilisant le principe des actions réciproques, le TRC appliqué au nuage électronique
donne : : ) L
d°7 N Z%e? -
a2 = dmegrs N A

Zm
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Soit :

27y Zer %
dt? 47reomR3rN om

On obtient ainsi I’équation d’un oscillateur harmonique forcé, de pulsation propre :

Ze?

wo = _——
deomR3

X Permittivité relative d’'un DLHI (polarisation électronique)

e Hypothéses

v Remarque générale : on considére un milieu matériel diélectrique idéal (pas de charges

libres : que des charges liées), linéaire, homogene et isotrope : les équations de Maxwell dans
ce milieu restent linéaires et la permittivité relative du milieux est un scalaire indépendant
de la position du point M appartenant au milieu.

Ce DLHI est constitué de n* électrons liés par unité de volume (charge —e, masse m,
vitesse U.) qui seuls participent aux courants liés.

En ’absence d’onde électromagnétique le conducteur est localement neutre.

En présence de 'onde électromagnétique, on néglige la composante magnétique de la force
de Lorentz devant sa composante électrique agissant sur les électrons. D’ou, a 'aide de

grandeurs caractéristiques :

FE E C

— === >>1

Fp VB V
Ainsi, pour que cette hypothese soit valable, il faut que les électrons soient non relativistes.
On néglige le poids agissant sur les électrons.
On modélise les interactions d’un électron avec le milieu, ainsi que les pertes par rayonne-
ment par une force de frottement fluide :

= —> m_,
Fp=-Av,=——",
T

En utilisant le modele de Thomson (ou de Mosotti), on modélise la liaison d'un électron
avec 1’édifice atomique par une force de rappel élastique de la forme :

Fel = k7. = —mwg?e
oll 7 est I’écart de la position de I’électron par rapport a sa position en I'absence de champ
et ou :

Ze?

wo = —
dreomR3

On considere que le champ électrique est localement uniforme : on considere que la longueur
d’onde est tres grande devant la dimension caractéristique du mouvement d’un électron :

A a
A — —
>>a:>T>>T=>c>>‘/

Cette hypothese est valable si les charges sont non relativistes.
Ainsi, quand on applique le PFD & un électron, le champ électrique apparait comme une
fonction du temps uniquement (champ localement uniforme) :

>

E = Egexp (juwt)
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v Dans le cadre du modele utilisé (équivalent du modele de Drude), la vitesse U (vitesse
moyenne d’un électron) est la solution de ’équation différentielle vérifiée par U, en régime
forcé, notamment en régime sinusoidal forcé, c’est la vitesse ¥ = (¥, ) qui doit étre utilisée.

De méme, le vecteur position 7°, sera la solution en régime forcé.

v Dans le cadre du programme de PC, on s’intéresse a la propagation des ondes transverses
(OPPM) dans le DLHI : la densité volumique de charge reste nulle au passage de I'onde

électromagnétique.
e Premiére méthode : moment dipolaire induit et polarisation

v Le PDF appliqué a un électron lié donne :

m = —mwiT — A\— — ek
de2 0 dt
v Soit en Complexe:
Rl - °E
dt? T dt M m-

D’ou :

=)
N
3[4
~——
=1

w

2 24

wh —we+g—
-

v Le moment dipolaire induit par le déplacement 7 vaut alorsEl :

(%)
F=c(-T)=——/—E

w =
2 2 ;
wq w+

v La polarisation électronique induite, en supposant un mélange uniforme de porteurs vaut

alorsP] :
<n*62>
2
—> m — wWrE —
P=n'F= gE=—"1" _F
h w%—w2+j; wg—w2+j;

v On en déduit I'expression de la susceptibilité électrique du milieu sachant que P= coxel :

2
Wy

e 2 _ 24 Y
wy —w +];

¢ On en déduit la permittivité relative du milieu sachant que €, = 1 + ye :

OJ2

e =1+——"T—%
wg—werj;

e Deuxiéme méthode : expression des courants liés

3. Autorisé ici car équation différentielle linéaire
—
4. On rappelle : p = gNP

5. On rappelle : B = g =7 = fffl_sdr =DV = ﬁ/n*

—

page 56 sur 2024—2025 ©OGR Fichier :

SVF_0D_corrige



OD SVF : Enoncé PC* Joffre

v Le PDF appliqué a un électron lié donne :

d*7 oy AT o
M——s = —MWiT —A\— — ek
de? 0 dt
v Soit en complexeﬁ:
— +t———Fwyr—=——~FE
d¢? N T dt Twr m-
D’ou :
(=)
7 m wE
wd —w? 4=
-
Et donc :

<e. )
jw |
__\m") B

2 .
T

=N

v Le vecteur densité de courants liés dans le DLHI s’écrit donc :

n*eQ,_
— m e - w250jw -
]l(]\/fat):(_en*)?: wE: P wE
wz—wZ—i-j; wg — w2+ j=

v Le vecteur densité de courant étant uniquement di aux courants liés, I’équation de Maxwell
- Ampere s’écrit :

—— - 1 875 — w2s w — -
rotB = pgj + S = rotB = MO%E + pogojwk
- ot wi —w?+j=
-
Soit :
— > (4}2 =
rotB = Lpeg —pw + 1] jwk

2 .
wg —w? +j—
-

v Sachant que la permittivité relative du milieu vérifie :
EE‘EB = Moé‘o&rch)E

On en déduit : )

“p

G=l+——7
wg—w2+j;

X Loi de Cauchy (dispersion)
@ [’indice est défini a partir de la permittivité relative :

1/2

2
n=(g)?= |1+ —2
- w2 — w24 i
0 I

6. Autorisé ici car équation différentielle linéaire
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On se place en dehors de zones d’absorption : le terme complexe dans I'expression de n ( ou

de g,) est alors négligeable :
2 1/2
w
n=n= (1 + z>pz>
wg — w

On se place dans le cas d’un diélectrique dilué : le deuxiéme terme dans l’expression de n (ou
de g,) est petit devant 1, en effectuant un DL1, on obtient :

w2

1+1 &
n= e
ngwa

Sachant que I'on travaille dans le visible et que wg appartient aux UV, on considere que wy >> w
et on effectue & nouveau un DL1 en (w/wp)? :

-1
1w? 2 1 w? 2
n_1+§<1—w2> z1+§<1+w2
2wy wh 2 wj W

Soit, avec les longueurs d’onde associées :

173 A\ 1
— (14220 20} =
" ( - 2Ag> - <2Ag 2

on obtient bien une formule donnant la loi de Cauchy :

B

X Couleur bleue du ciel (diffusion Rayleigh)

-

-

On considere une OPPMR, modélisant le rayonnement solaire, de pulsation wﬂ arrivant a
la limite extérieure de ’atmosphere. L’atmosphere est assimilée comme un DLHI, dilué et on
considere que la pulsation w est en dehors des zones d’absorption. On considére enfin que la
pulsation w (correspondant au visible) est tres inférieure devant woﬁ (qui appartient aux UV).
A Tordre 0, 'indice de ’atmosphere s’écrit donc :

n=1+ -—5 = cste

On introduit 'axe (Oz) correspondant a la verticale descendante et a la direction de propaga-
tion de 'OPPM étudiée ('origine correspondant a la limite supérieure de I’atmosphere). Les
électrons liés, accélérés par le champ électrique rayonnent une onde électromagnétique avec
une puissance donnée par la formule de Larmor : le champ électrique de I'onde diminue donc
au cours de la propagation.

=3

= Ey(2)expj (wt — nkz) €,

avec k = w/c et |Ey(z)| fonction décroissante de z.

L’intensité lumineuse correspondante vaut donc :

E A B* Ey ()2,
I(z)=Re| ———— | = nlEo(2)I" €
210 2p0c

7. En réalité on a une superposition d’OPPM de fréquences variant de maniere continue
8. Cette bande d’absorption, la plus proche du visible, est celle du dioxygene de l'air
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@ Un bilan énergétique sur une mésotranche, de section S, comprise entre z et z 4+ dz, en régime
stationnaire, permet d’écrire :

0=1(2)S—I(z+dz)S—dP
ou dP est la puissance moyenne rayonnée par tous les électrons du volume dr = Sdz :
dP = n"Sdz(Pyray)
D’ou :
df
dz

@ [accélération d’'un électron lié, se détermine en appliquant le PFD a 1’électron :

= _n* <7Dray>

m——ms = —mwi7” —A—— — ekl
dt2 0 dt
Soit en complexef] :
Bt R S
ez - ordt 0" m-
D’ou
)
T=—"L - F
w? — w2 + jf
Et donc :
(&)
—w
7= —" E
w? — w2 +j—
Soit, en tenant compte des hypotheses de départ :
2
o ewt =
a = 2E
mwg
La puissance moyenne rayonnée s’écrit alors :
27,2 2 4, 4
poe“(a®)  poe® . poetw 9
Pray) = = aa® = ———|Ey(z
(Pray) 6mc 12we™ 12mem2wg [Eo(2)]
Soit, en fonction de I(z) :
2.4, 4
Ho€ W
PN = I(z
(Pray) 6mnm2wg (2)
@ On en déduit ’équation différentielle vérifiée par I :
dI . pdetnw
— = —N 7) = *71 z
dz (Pray) 6mnm2wg (2)
Soit :
dl . I 0
dz  H
Avec H distance caractéristique d’atténuation :
N 6mnm>wg 1

H=—F1—"Fx—
pdetnrwt T wt

9. Autorisé ici car équation différentielle linéaire
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@ [’intégration de cette équation différentielle met en évidence une décroissance exponentielle de
I'intensité

I(z) = I(0) exp <2)

Ainsi, & cause du rayonnement, ’onde électromagnétique diminue en amplitude (et en inten-
sité). Plus la distance H est petite, plus cette atténuation est rapide. Sachant que H o 1/w?, on
en déduit que, dans le spectre du visible, a distance parcourue égale, les couleurs bleues/violettes
sont celles qui seront le plus diffusées :

Hp <wR)4 6
Hrp \wy) ~

Le spectre du rayonnement solaire sera lui enrichi en rouge. Ainsi, en arrivant sur le sol, le

rayonnement solaire a perdu 16 fois plus de violet /bleu que de rouge.

e Applications

v La couleur bleue du ciel (partie de 'atmosphére non éclairée directement par le soleil)
est ainsi due au rayonnement des électrons liés aux molécules de I'atmosphere lorsque
celles-ci sont excitées par le rayonnement solaire. En effet, on vient de démontrer que ce
rayonnement se fait essentiellement dans le bleu.

v Quand le soleil est au zénith, il apparait jaunatre et non blanc : ’épaisseur de I’'atmosphere
est minimale dans ce cas 1a et le rayonnement solaire a perdu peu de rouge (et encore moins

de bleu).

v Quand le soleil se couche, il apparait rouge : ’épaisseur de ’atmosphere est celle fois
maximale et le rayonnement solaire a alors perdu I'essentiel de son spectre « bleu/violet ».
v La diffusion Rayleigh est le mécanisme prépondérant dans ’atmosphere tant que la taille
des centres diffuseurs est petite devant la longueur d’onde du rayonnement. Si les centres
diffuseurs deviennent plus grands, alors le mécanisme prépondérant devient la diffusion Mie
pour laquelle, dans le domaine du visible, la puissance diffusée est quasi-indépendante de la
longueur d’onde : le rayonnement diffusé est donc blanc (lait, pollution atmosphérique...)

X Loi de Beer-Lambert (absorption)

@« On considere une OPPMR, de pulsation w, se propageant suivant (Oz). En z = 0 cette onde
pénétre dans un milien DLHI, dilué, de vecteur d’'onde k = (k' + jk")€, et donc d’indice
n = n, — jn. contenant n* porteurs de charges liées par unité de volume.

@ En considérant que l'interaction matiere/rayonnement est essentiellement due a la polarisation
électronique de la matiere (visible - UV), que le milieu est suffisamment dilué pour avoir
Xe << 1 et que dans ce domaine de fréquence, il existe une pulsation d’absorption wy, alors
I'indice du milieu s’écrit :

1 w?
n=1+; .
2w%_w2+]i
D’ou :
2(, 2 2
w? (W —w
nr:1—|—f p(O )
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-

-

-

Avec :

Wy =
v meo

et 7 étant le temps caractéristique lié aux interactions d’un électron avec le milieu et au
rayonnement.

Les champs électrique et magnétique a une abscisse z s’écrivent donc :
E= Egexpj (wt —nkz) €, = Egexp (—nekz) expj (wt — nykz) €,
E A E - @o

— exp (—nekz) exp j (wt — nykz) €,
c

L’intensité en z vaut donc :

exp (—2nckz)

E A B* = ny| Byl
210 2ppc

I(z) = ||Re (
Relation de la forme :
I(z) = Ipexp (—2nckz)
On en déduit ’expression de ’absorbance du milieuEl :

2nekz
A= In 10

Propriétés remarquables :

v L’absorbance est proportionnelle a la longueur de matiere traversée (z)

v L’absorbance est proportionnelle a I'indice d’extinction n. et donc a la pulsation de plasma
(au carrée) du milieu et donc a la densité d’éléments absorbants (électrons liés) et donc
enfin a la concentration de 1’élément absorbant.

X Loi de Gladstone

-

-

On considére une OPPMR, de pulsation w, se propageant suivant (Oz). En z = 0 cette onde
pénétre dans un milieu DLHI, dilué, de vecteur d’onde k= (k' + jk")€, et donc d’indice
n = n, — jne contenant n* porteurs de charges liées par unité de volume.

En considérant que l'interaction matiere/rayonnement est essentiellement due a la polarisation
électronique de la matieére (visible), que le milieu est suffisamment dilué pour avoir x. << 1 et
que dans ce domaine de fréquence, il n’existe aucune pulsation d’absorption, alors I'indice du
milieu s’écrit :

1w,
n=n=n,=1+4-— 5
2wi —w
Avec :
n*e2
Wy =
v meo

et T étant le temps caractéristique lié aux interactions d’un électron avec le milieu et au
rayonnement.

Ainsi, la quantité n — 1 est proportionnelle & la densité volumique de porteurs de charges liées :
1w 1 e?
n—l=-—Lt_==: 5y xn’
2w5 —w?  2mep (Wi — w?)

10. L’absorbance vérifie : A = log(lo/I)
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@ Dans le cas ou le milieu est un gaz, assimilé a un gaz parfait, on alzl :

P
kT

*
n =

On en déduit :

n—1= PxP

I\DM—\
*\

.C ]LBT( LAJ2>

1.15 Reéflexion - transmission d’une OEM
SVF

X Etablir les lois de Descartes relatives au passage d'une OEM d’un milieu d’indice ng
vers un milieu d’indice ns.

X Etablir les coefficients de réflexion et de transmission dans le cas d’une incidence
normale.

¥ Etudier la réflexion et la transmission d’une OPPM(+) sur un plasma de pulsation
plasma wj, en fonction de la valeur de w. On se placera dans le cas d’'une incidence
normale.

¥ Etudier la réflexion et la transmission d’une OPPM(+) sur un conducteur, de conduc-
tivité statique o et de pulsation plasma w,. On se placera dans le cas d'une incidence
normale. Ou se situe le cas de la réflexion métallique parfaite ?

X Déterminer la pression de radiation par deux méthodes (approche ondulatoire et
approche corpusculaire) en utilisant le modele du conducteur parfait.

X Déterminer les modes propres d’une cavité électromagnétique constituée de conduc-
teurs parfaits.

X Dans le cas de I'interface entre deux DHLI transparents, sous incidence quelconque :

@ Démontrer 'expression de 'incidence de Brewster.

@ Retrouver le phénomene de réflexion totale et démontrer ’expression de la
distance caractéristique d’atténuation.

X Lois de Descartes

@ Les rayons lumineux réfléchis et transmis appartiennent au plan d’incidence

v On considere une surface (X) séparant deux milieux matériels, linéaires, non magnétiques
et d’ 111(11co> ny et ny sur laquelle arrive une OPPM de pulsation w et de vecteur d’onde

N

k;, = nl— ;. Cette onde se sépare en une onde transmise (OPPM de pulsation w; et de
Wt

vecteur d’onde EL = Qz—uf) et une onde réfléchie (OPPM de pulsation w, et vecteur
c

, > Wr
d’onde k, = ny — r)-

v Soit un point P (point d’incidence) appartenant au plan (P) repéré dans ce plan par 7 p =
_—
OP, Vorigine O appartenant au plan (P)comme représenté figure . Le plan d’incidence
(IT) est le plan (P, ki 7 m12).

11. En considérant que le nombre de porteurs de charges par unité de volume est égal au nombre d’atomes (ou de molécules)
par unité de volume, & défaut, introduire un coefficient multiplicatif.
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v Les équations de Maxwell dans les deux milieux sont de la forme :
Maxwell Gauss divE = 2
Maxwell Thomson divB> =

Maxwell Faraday rotE = ——

Maxwell Ampere Hﬁ = MOZ + Locog, —

Dans un modele volumique et en I’'absence de charges et de courant libres surfaciques, les
relations de passage donnent alors :

Maxwell Gauss = <5,,2E2 € 1Ej) ni2 =0
Maxwell Thomson = (B; ET) 12
(7 - )

Maxwell Ampere = (A; T)

12

Maxwell Faraday =

7_1)12 0
AT12=0

On a donc, en P, continuité du champ B et continuité de la composante tangentielle de
L.

> = surface séparant les deux milieux

712 = vecteur nyrmal

(P) = Plan tangent & ¥ en P P=Point d’incidence

Figure 20
v Les champs électriques incident, réfléchi et transmis en P de 'espace s’écrivent donc :

Ei(P,t) = Egexp (Wt ~ ki ?P)
E.(P,t) = Eg expj (wrt . ?P)
Ey(P,t) = Egpexp j (wtt Sy ?P)
v La continuité de la composante tangentielle de E permet d’écrire :
Wia A (Ei(Pt) + Ep(P,t)) = T1a A Ey(P,t)
Soit :

12 /\Eo exp J (Wt - Ez : ?P) + ﬁ)12E0r exp j (Wrt - Er : ?P> =12 /\EOt exp j (wtt - Et : ?P)
(16)
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Et donc :

T12AEq exp j (—Ez : ?P)-f-ﬁm/\EOr exp j ((wr —w)t— k- ?P) = 7 12AEo exp j ((wt —w)t—k

On obtient donc, en P fixé, quelque soit la valeur du temps ¢, une expression de la forme :
A+ Bexpj((wr—w)t) = Cexpj((w —w)t)

Ceci étant vrai quelque soit ¢, on a :

v L’équation [I6]s’écrit donc :
m12 A (EO exp J (_Ez : ?P) + Eorexp j (—Er : 7P)) = 1A Eoexpj (_Et : ?P) (17)

Soit :

—

712 A Eo + 12 A Eo, expj ((Ez - ET) : ?P> = 12 A Eon expJ ((E’ B Et) ' ?P)

On obtient donc, quelque soit la position du point P dans le plan P, une expression de la
forme :

A+ Bexpj ((Ez - Er) '?P) =Cexpj ((El . Et) ) ?P)

Ceci étant vrai quelque soit P (et donc 7 p), on a :

(Ez - Ev) : ?P =0
(Ei~E)-7r =0 "

Ei et 7712 appartenant tous les deux au plan d’incidence (II), on en déduit que E,. et Et
également.

@ Lois sur les angles

v On se place dans le plan d’incidence comme représenté figure

v On a donc :

- w PN ..
Ez‘=ﬂ1z(00811 €y +siniyey)
d w — . —
Er:nlz(—cosr@r%—smrey)
e w . .

ki =ny— (cosia €, + siniz €y)

c
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+ 3 = surface séparant les deux milieux

n1 Up

P 7112 = vecteur normal

Y

() o :

(P) = Plan tangent & ¥ en P P=Point d’incidence (IT) = plan d’incidence
- Les angles sont non orientés et compris entre 0 et 7/2 -

Figure 21 — Réflexion et transmission dans le plan d’incidence

v L’équation [18 donne alors (en notant (x,y) les coordonnées de P) :

(EZ - Z,) -Tp=0 :>ng (sinr —sini;)y =0
N ¢ (19)
(ki — Et) Tp=0= v (ngsiniy —n;siniy)y =0

c

Ceci étant vrai quelque soit la position de P dans le plan (P) (et donc quelque soit a valeur
de y), on obtient donc bien les lois de Descartes relatives a la réflexion et a la réfraction

Ny Sinig = Ny sinig

{Tﬂl (20)

X Coefficients de réflexion et transmission (sous incidence normale) en amplitude
@ On considére une surface (X) séparant deux milieux matériels, linéaires, non magnétiques et
d’indices n; et n, sur laquelle arrive, sous incidence normale, une OPPM de pulsation w
P w 7’ . 1
et de vecteur d’onde k; = n,— €,. Cette onde se sépare en une onde transmise (OPPM de
c

- w — ’ 7 . .
pulsation w et de vecteur d’onde k; = ny,— € ) et une onde réfléchie (OPPM de pulsation w et

9 e w 7z 7’ »
vecteur d’onde k, = —n;— €,), comme représenté ﬁgur
c

n / Uy,
Ei Et
B‘i k; B't ke
T
S
. - | o 7119 = vecteur normal
k, o
B, .
E,
Figure 22
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@ Les champs électriques et magnétiques de ces ondes, en un point M (z, y, z) de 'espace, s’écrivent :

i(M,t) = Egexp j (wt — n k)
t) = Eo, exp j (wt + nikx)
(M, t) = EOt exp J (wt — nokx)

e [
=

- Z?'ﬁ\if‘ Mt . -
Bi(M,t) = ki NE(MY) _m (ech A Eo) expj (wt — nkx)
- Y ¢
- ke NE.(M,t _§ -
Br(M,t) = ’”w”(’): ncl (eIAEOT) exp j (wt + nqkx)
- ke A E, (M, ¢t -
B.(M,t) = ENEMD) _ (?x A Em) exp j (wt — nokx)
w
Avec : k=w/ec.
@ Les équations de Maxwell dans les deux milieux sont de la forme :
. Pl
Maxwell Gauss divEk =
€0y
Maxwell Thomson divB =0
0B
Maxwell Faraday rotE =%
. o))
Maxwell Ampere rotB 1o ] J; + 1ogog, — 5

Dans un modele volumique et en ’absence de charges et de courant libres surfaciques, les

relations de passage donnent alors :

Maxwell Gauss =
B, - By) -7

E§ E)/\ﬁ)nz

Maxwell Thomson = (
Maxwell Faraday = (

Maxwell Ampere = (—2) E{) AT12=0

— — __)
Erply — §T1E1) 12 =10
2

On a donc, en un pomt P de la surface 3 (repéré par le vecteur 7p = OP = yey+ 2¢.),

continuité du champ B et continuité de la composante tangentielle de E.

@& Les champs électriques et magnétiques incident, réfléchi et transmis en P de ’espace s’écrivent

donc :
= Egexpj (wi)

S

~—~
o~

~

o~
S~—

- EOT expj (Wt)
7t) — EOt eij (Wt)

ol o e
N~

!

=

(P, t) = ncl € /\Eo)exp] (wt)
) =— e (e /\Eor)expj(wt)

+(Pt) = e (e /\EOt)expj(wt)

ol [l [
v s

@ La continuité de la composante tangentielle de E permet d’écrire :

Eo+ Lo = Eot

(21)
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@ La continuité de B permet d’écrire :
n — Ny /_s — n —
= (€. AEo) - = (€. AEor) = 2 (@2 A Ewr) (22)
c c c

Soit, en prenant le produit vectoriel de I’équation avec €, (et sachant que les champs
électriques sont transverses) : .
nEo —nyEor = nyEo (23)

« En combinant les équations 7] et on obtient facilement :

— NG — No = —

Eo = =2—=2Fq =rEp
ny +n2

—> 2n — —

Eo=——-Eo=tEy
nq +n2

@ Les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude (en 2 = 0) valent donc :

ny —ny
fzi
ny + no

2n
t=—""1—
ny +ny

X Coefficients de réflexion et transmission (sous incidence normale) en puissance

@ Vecteur de Poynting moyen :
Soit une OPPM, se propageant suivant (Ox), dans un milieu linéaire, non magnétique, d’indice
n =n'+ jn” et dont les champs en tout point M (z,y, z) de I'espace s’écrivent :

—

E(M,t) = Ey exp j (wt — nkx)

- kEANEM -
B(M,t) = W — % (E’I/\EQ) exp j (wt — nkx)

Alors le vecteur de Poynting moyen s’écrit :

(If) = Re (I0)

Avec : o o
g_EnB_nlEP,
210 2p0c
D’ou : —
/
- E
2ppc

& Vecteurs de Poynting incident, réfléchis et transmis :
Dans le cas de la situation donnée par la figure P2} les vecteurs de Poynting associés aux OPPM
incidente, réfléchie et transmise sont respectivement :

ﬁ":Ei/\ﬁf :ﬂ1|EO|2E> — (T = | Eol*
114 2,“0 2/~LOC T 7 2,“00
g _E&ABr _@1‘f|2|E0|2€ ~ (@) = _mlrPlEP
idr 2,“0 2MOC T r 2#00 T
N E/\E* t2§’2_> N ’t2£_7>2_,
i, = AT T no|t|*| Ey g, = () = na|t|*| Ey
2110 2upc 2upc
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e Coefficients de réflexion et de transmission en puissance
Par définition, ces coefficients valent :

. H<Hr>r> e [momf
I geg ny + ny
(T nh o mh| 2m |
=) =T =
IKH ) g ™ ny |y +no
On vérifie aisément que :
R+T=1
@ Deux cas particuliers importants
v Cas ot les indices des milieux sont identiques :
n=ny,=>r=0t=L1R=0T=1

v Cas ol une OEM se propage dans le vide (n,
(ng = —jne) :

1) et s’évanouit dans un milieu matériel
1—jne 2

r= —;1
1+ jne

X Réflexion et transmission dans le cas d’un plasma

@ On étudie la réflexion et la transmission d’'une OPPM (se propageant suivant (Oz)) sur une

interface vide/plasma, le plasma ayant une pulsation de plasma wj, et donc un vecteur d’onde
et un indice complexe vérifiant :

2 2
2
2
w
n*=1--2
w

@ Cas ol w > wy :

v k est réel, on a propagation sans absorption avec dispersion :

2 2
w” —w
k=k=Fk = 5 p
C

wp
ﬂ:n:nr: _—
2

w

v Les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude valent :

1— 1— 2
r= n”>0:R:< n’”) <1
1+ n, 1+n,

t=

4n,,.
>0=>T= It 5 <1
1+ n,

(1+n;)

Ainsi, dans ce cas la, il y a réflexion partielle de 'TOEM a l'interface, sans déphasage.
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v Les lois de Descartes sont valables a I'interface vide/plasma et sachant que n, < 1, le rayon
lumineux s’éloigne de la normale au dioptre.

r =11

. 1 ‘ .
Sin 19 = — SIn 1y > SIn 1y

r

Vide Plasma (w > wy)

Figure 23 — Réfraction a l'interface vide/plasma
v Cas particulier : lorsque w — oo, k tend vers w/c, l'indice tend vers 1 et r tend vers 0 :
I'OEM est totalement transmise, le plasma est parfaitement transparent et non dispersif,
il se comporte comme le vide.
@ Cas oll w < wp:

v k est imaginaire pur, il n’y a pas propagation, on a une onde évanescente :

2 2

Y N/ Wp — W
E_]k' = —J 02
2
w

n=—jn.=~j || 5 -

v Les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude valent :

14 jne
f:—i_ij,n:Rzl

1 —gne

2
t=——7—>0=T1T=0

1- JMe
Ainsi, dans ce cas 1a, il y a réflexion totale de TOEM a l'interface, avec un déphasage :

¢r = arg(r) = 2arctan (ne)

v Cas particulier : Pour w << wy, I'indice n, tend vers l'infini et donc r tend vers -1 : on
observe un déphasage de 7 a la réflexion.

X Réflexion et transmission dans le cas d’'un conducteur

@ On étudie la réflexion et la transmission d’'une OPPM (se propageant suivant (Oz)) sur une
interface vide/conducteur, le conducteur ayant une pulsation de plasma wy,, un temps de réponse
T et donc un vecteur d’onde et un indice complexe vérifiant :

5  w? wg JTw
2 Al+jrw

2 wz% ( JTw Y0

I e Y (R R T (
" w2 \ 1 —i—chu) * Jjweo(l + jwr)
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@ Cas oul w >> 1/7 : le conducteur se comporte comme un plasma de pulsation wy,.
v Cas ol w > wy :

& k est réel, on a propagation sans absorption avec dispersion :

|~
Il
Ea
Il
a2
Il
hSEN)

/ 2

w

n=n=nmn,= 1——2
w

& Les coeflicients de réflexion et de transmission en amplitude valent :

1— 1— 2
r= nT>O$R—( ”) <1
1+ n, 14+ n,

4
t= S0=T=—1" <1
1+n, (1+n,)

Ainsi, dans ce cas la, il y a réflexion partielle de 'OEM a l'interface, sans déphasage.
& Cas particulier : lorsque w — oo, k tend vers w/c, 'indice tend vers 1 et r tend vers

0 : POEM est totalement transmise, le conducteur est parfaitement transparent et non
dispersif, il se comporte comme le vide.

v Casou 1/7 <w <wp:

& k est imaginaire pur, il n’y a pas propagation, on a une onde évanescente :

2 2
Y Y L e
k=jk" =—j T2
2
w
n=—jne=—J 72_1
w

& Les coeflicients de réflexion et de transmission en amplitude valent :

14
p=21 g
1_]ne

2
t= — >0=1T1T=
1—gne

Ainsi, dans ce cas 13, il y a réflexion totale de 'OEM a l'interface, avec un déphasage :
¢ = arg(r) = 2arctan (ne)

& C(Cas particulier correspondant a la réflexion métallique parfaite :
Pour 1/7 << w << wp, 'indice n, est tres supérieur a 1 et donc r tend vers -1 : on
observe un déphasage de 7 a la réflexion, c’est la réflexion métallique parfaite.
Pour les métaux classiqueslﬂ cette plage de fréquence correspond a peu pres au do-
maine du visible, d’ou I'importance de ce cas particulier.
L’onde résultante en un point M du vide est alors une onde stationnaire :

—

Ei(M,t) = Eoexpj (wt — k)

12. En effet 7 ~ 107 s et w, ~ 10'°rad-s™" et donc w doit étre de ordre de 10'® rad-s™*
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ET(]V[, t) = Eor expj (wt + kz) = ~E, expj (wt + kx)

E(M,t) = E;(M,t) + Er(]\/f,t) = —2jE, sin(kx) exp j (wt)

Soit, en prenant une onde polarisée rectilignement suivant (Oy) :
E(M,t) = 2Eysin(kz) sin (wt) €,

——  9B[] =
rotE——éB

Ey =
5 p cos(kx) cos(wt)€

@ Cas ou w << 1/7 : effet de peau

v Le vecteur d’onde et I'indice valent respectivement :

Yo kow . 11—y
k= 1—9)=—=
k 5 (1=1J) 5
Y0 .
— 1 —
n 260w( 7)
On a donc :
e — 70
! - 2e0w

v On en déduit : .
, (I —ny) +iny ~ R (1 —n,)* +n;

, =) T g
(14 n,) — jn, (1 4+ n,)? + n2
f— 2 4n,

— =T — <1
(1+n,)—jn, (1+n,)2+n2

X Modes propres d’une cavité électromagnétique (1D)

@ On considére une cavité électromagnétique a 1D, constituée de deux miroirs plans(conducteurs
parfaits) distants de L, comme représenté figure

20 7

Figure 24 — Cavité électromagnétique 1D
@ Dans la cavité, le champ électrique vérifie I’équation de d’Alembert (vide sans charges) :

S 1 8%E
AFE = - —
c? ot?
@ On cherche les solutions (1D) sous la forme d’onde stationnaires polarisées rectilignement :

E(M,t) = E(z,t)€, = f(x)g(t)€y
On obtient donc :

da2f 1 d?g
2?0 =2 )

13. Interdiction d’utiliser la relation de structure
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Soit :

<d2f> <d29>
dz? 1 \ dt?
N2 -C

fl@) e g(t)

Cette égalité étant vraie quelques soient x et ¢, ses termes sont constants.

L’équation différentielle vérifiée par f, sachant que I'on cherche des solutions périodiques, est
de la forme : 2
d—;; +k f(z) =0
Avec : k> = -C >0
On obtient donc :
f(x) = Ay coskx + Agsinkx

L’équation différentielle vérifiée par g est donc de la forme :

d?g
@ + WQQ(t) =0

Avec : w = ke Dou :
g(t) = G cos (wt + @)

Finalement, on obtient :

E(x,t) = (Acoskz + Bsin kx) cos (wt + ¢)

Les conducteurs étant parfaits et le champ électrique étant tangent aux miroirs, ce champ doit
s’annuler en z = 0" et . = L™ :
E0,t)=0=A=0
nm e
E(L,t)=0= BsinkL=0= k, = T = Wn =np

Le champ électrique pour des conditions initiales quelconques s’exprime donc comme suit :

o0 o
E@,t) =Y En(x,t)@y = 3 Bysin (T) cos <”Z% + ¢n> 2,
n=1 n=1

X Pression de radiation (approche corpusculaire)

-

-

On introduit n la densité de photons.
On introduit AN le nombre de photons frappant la paroi S, sous un angle 6, pendant At :

AN =n x Scosf x cAt
Ay

Paroi

v

S S
cx At

Figure 25
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Notons que le volume contenant ce nombre AN de photons est le volume du cylindre de
génératrice de longueur cAt et section droite S’ = S cos 6.

@ La variation de I'impulsion d’un photon lors du choc avec la paroi est :

Ap=T,— pi= —2hkcosOu,

Ay
Dy
Paroi T
p >
pi
Figure 26

Notons que la norme de cette impulsion est constante et vaut :

@& La force exercée sur la paroi due a la collision avec ces AN photons vaut, d’apres le principe
des actions réciproques :

S AP AT
F= _Fparoi%ANph,ot(ms - _Tt =-AN——

-

P
Oou AL est la variation de I'impulsion des AN photons pendant At.

@ On en déduit la pression :
F 2 2 2
P = 5= 2nhv cos” 0§ = g E5 cos” 0

E2
Car : nhv = (Uem) = 502 0

X Pression de radiation (approche ondulatoire)

@ Hypotheéses (a proposer)

¢ On se place dans le cas ou le champ électrique incident appartient au plan d’incidence.
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Vide

Figure 27 — Exemple de configuration pour le calcul de la
pression de radiation

v Les résultats suivants sont admis :

/

w=w
— — w
IFill = 1% =

(Linéarité + relation de dispersion de 'OPPM;)

0 =m0
(Lois de Descartes)
Ey = E|,
(Réflexion métallique parfaite)
& Ecriture des ondes incidente, réfléchie et résultante

v’ Onde incidente :

k= “ (cos O, + sin O ,,)
c

E; = Eo (cos 0, — sin 0 ;) exp (j(wt . 7"’))
§' _ ki \NE; Ey -

iz = Texp (j(wt— k; - 7"))
v’ Onde réfléchie :

7{;2 - (cosO' W, +sinb' )

c
E, = E} (cos@' @, — sin ') exp (j(wt — Ty ?))
- ?7« A E)r E(/) . —
B, = =20 t— K,
" exp (_] (w T ))
v Onde résultante :
o —Eysin(f) x 2 cos(cos(0)kz) x exp (j(wt — sin(0)ky))
E=FE;+FE, =< —Eycos(f) x 2jsin(cos(f)kx) x exp (j(wt — sin(0)ky))
0
0
BoBiB =1
70 x 2 cos(cos(f)kx) x exp (j(wt — sin(0)ky))
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@& Calculs des densités surfaciques
v Densité surfacique de charge
& La premiere relation de passage s’écrit, dans le cas de I'exercice :

(El T E")(;p:oit) (o) = <E> (@=0—t) () = —=

& On en déduit :
o(t) = 2e9Epsin(f) x exp (j(wt — sin(0)ky))

v Courants surfaciques

& La deuxieme relation de passage s’écrit, dans le cas de l'exercice :

(~T) A (Bi+ By) = m0ds(t)
& On en déduit :
- 2Ey . . .
Flt) = 220 exp (j(wt — sin(0)ky)) T,
oC

« Calcul des forces[]
v Force électrique

< On utilise I’expression donnée dans 1’énoncé :

1 N
= 5 fo(T)E(L—Ot)dS

& Sachant que (E) = ——/), on obtient :
('r:()iat) 50

fe= 28()[[ dSug[7

& On en déduit la force moyennée sur le temps :

(f = "2 ff NS, = e ff (260Eosin(0))? dSTW, = —eo B2 sin?(0)x ST,

v Force magnétique

< On utilise 'expression donnée dans 1’énoncé :

= ff /\B(If —f)dS

= —uoys(t) A Uz, on obtient :

73-”0 ff dSuI

14. Le coefficient 1/2 dans les expressions des composantes électriques et magnétique de la force de Lorentz agissant sur
une surface métallique irradiée, vient du fait que ’on ne s’intéresse qu’aux actions extérieures agissant sur cette surface.
Sachant que le champ total & surface du conducteur est égal a la somme du champ incident et du champ réfléchi, on ne peut
pas prendre ce champ en totalité : il faut considérer uniquement le champ incident (le champ réfléchi étant produit par la
surface elle méme). Plutét que d’écrire les champs incidents dans les expressions des forces, on préfére prendre la moitié des
champs résultants, ce qui donne le méme résultat

& Sachant que (E)( o=
r= 77
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¢ On en déduit la force moyennée sur le temps :

<f>B_‘;‘)ff@s(t)%dsuw_‘g)ffz(MOD ST, = eo B2 x ST,

@ Pression de radiation
v La force totale exercée sur la surface S de la paroi, moyennée dans le temps vaut donc :
(f) =B+ (e =coE§ cos*(0)ST,

v On en déduit la pression exercée sur la paroi, appelée pression de radiation :

P = ||<£>H = 50E§ 0052(9)

X Incidence de Brewster
@ On considere une surface (X) séparant deux DLHI d’indices réels n; et ny sur laquelle arrive
e [CUNN ,
une OPPM de pulsation w et de vecteur d’onde k; = n;—wu;. Cette onde se sépare en une
¢
— w_, P
onde transmise (OPPM de pulsation w et de vecteur d’onde k; = no—u;) et une onde réfléchie
c

- W _, o
(OPPM de pulsation w et vecteur d’onde k, = n;—u,). On cherche la condition pour annuler
c
I'onde réfléchie.

@ On rappelle qu’a la traversée de la surface, le champ magnétique varie de maniére continue
alors que seule la composante tangentielle du champ électrique varie de maniere continue.

N
@ Premier cas : Le champ F est perpendiculaire au plan d’incidence

v On est dans la configuration représentée figure

ny

(P) = Plan tangent & ¥ en P P=Point d’incidence (IT) = plan d’incidence
- Les angles sont non orientés et compris entre 0 et 7/2 -

Figure 28 — Cas ou le champ électrique est perpendiculaire au plan d’incidence
v On s’apercoit qu’il est impossible d’annuler I'onde réfléchie en raison de la continuité de
—
B.

e Deuxiéme cas : Le champ E appartient au plan d’incidence

¢ On est dans la configuration représentée figure
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ni no

m i L..

(P) = Plan tangent & ¥ en P P=Point d’incidence (IT) = plan d’incidence

- Les angles sont non orientés et compris entre 0 et 7/2 -

Figure 29 — Cas ou le champ électrique appartient au plan d’incidence
v On s’aper'q)oit qu’il est alors possible d’annuler ’onde réfléchie tout en respectant la conti-
nuité de B.

v Sil'on se place dans ce cas la (incidence de Brewster : i; = ip), alors en ’absence d’onde
—>
réfléchie, la continuité de la composante tangentielle de E s’écrit :

E;(P,t)cosip = Ey(P,t)cosiy
La continuité de E s’écrivant :

Bi(P,t) = Bi(P,t) = "L E,(Pit) = 2 E,(P,t)
C C

En annulant le déterminant de ce systéme pour avoir des solutions (E;, E}) non triviales,
on obtient :

2
. . 2 2. 2 72/1 9.
n2COSZB—n1COSZQZ>n2COS B = Nnj - 1 — cos B
n
2

Soit :

ni

cosip = —5——>
n? + n3

Soit encore :

. ni
tanip = —
n2

X Réflexion totale (interface entre deux DLHI)
@ On considere une surface (X) séparant deux DLHI d’indices réels ny et ng sur laquelle arrive
P [CORN ,
une OPPM de pulsation w et de vecteur d’onde k; = n;—wu;. Cette onde se sépare en une
c
s P W Sas -
onde transmise (OPPM de pulsation w et de vecteur d’onde k; = no—u;) et une onde réfléchie
c

— w_,
(OPPM de pulsation w et vecteur d’onde k, =n;—1u,).
c

@ On se place dans le plan d’incidence comme représenté figure
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+ 3 = surface séparant les deux milieux

ni no

7112 = vecteur normal

Y

() . :

(P) = Plan tangent & ¥ en P P=Point d’incidence (IT) = plan d’incidence
- Les angles sont non orientés et compris entre 0 et 7/2 -

Figure 30 — Réflexion et transmission dans le plan d’incidence
@ On a donc :

- w . ..

ki =mni1— (cosii €y +sini €y)
c

- w . L

ki =mno— (cosia €y +sinig €,)
c

Avec :
nisini, = ngsin iy

@ La propagation de 'TOEM concerne la composante suivant (Ox) de I'onde transmise :

w 2 o (w)? ni . \?
kiz = no—cosia = ki, =ny | — 1—(—sini
c c n9

Pour qu'’il y ait propagation, il faut que &y, ait une partie réelle non nulle et donc que k2, > 0 :

v st sini; < 1 alors k2, > 0 : 'onde se propage dans le milieu 2.
na

.nyoLo . .
v Si o sini; > 1 alors k2, < 0 : ky, est imaginaire pur, 'onde ne se propage pas dans le
2
milieu 2, on a une onde évanescente. On est dans le cas d’un réflexion totale.
v Le cas limite, correspond a ’angle limite de réflexion totale, vu en optique géométrique :

. n2 . , .
sin A = — = pour i1 > A on a réflexion totale
ni

@ On peut, dans le cas d’une réflexion totale, calculer la distance caractéristique d’atténuation :

2
1 A
kiw = —jno \/<msini1> === 0
c n9 0 ny 2
21Ny ( sini1> -1
n2

Ou A\g est la longueur d’onde dans le vide de 'OEM.

@ De méme, dans le cas d’une réflexion totale, on peut mettre en évidence le propagation d’une
OEM sur l'interface dans la direction (Oy) :

FEy = FEoiexpj (wt — k- 7“) = FEo exp (—5> exp J (wt —m anzw)

onde evanescente OPPMI||(Oy)
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