
11. Faisant la différence entre (E1) et sa valeur moyenne, il vient Ri+ L
di

dt
+ φω = 0 ; de même pour (E2),

on trouve (J + J ′)
dω

dt
= φi− λω − a2

⎡
⎢⎣Dmω − Ωmδ − ωδ︸︷︷︸

négligé

⎤
⎥⎦ .

12. En termes d’ordres de grandeur, |Ldi/dt| ∼ Limax

T
donc on peut négliger le terme d’inductance propre si

Rimax � Limax

T
ou f � f0 , c’est-à-dire si la fréquence d’alimentation par la trémie est nettement plus faible

que la fréquence caractéristique du circuit (R,L).

13. On reporte i = −φω/R dans l’équation (E′
2) simplifiée : (J + J ′)dωdt = −

[
φ2

R
+ λ+ a2Dm

]
ω − a2Ωmδ qui

prend la forme demandée si on pose τ =
J + J ′

φ2

R
+ λ+ a2Dm

et κ =
a2Ωm

J + J ′
.

t

δ(t)

ω(t)
�
αT

�
T

14. On peut maintenant négliger le terme ω/τ , c’est-à-dire remplacer
les solutions exactes de l’équation d’évolution de ω par des solutions
affines par morceaux (approximation d’une suite d’exponentielles par
une fonction en dents de scie). Pour 0 < t < αT , δ = Dm

1−α
α

et on peut
donc écrire ω(t) = ω0−κDm

1−α
α

t avec donc ω1 = ω0−κDm(1−α)T < 0 ;
ω(t) est continue à cause de la continuité de l’énergie cinétique 1

2Jω
2

donc pour αT < t < T , δ = −Dm et ω(t) = ω1 + κDm(t − αT ). Les
tracés correspondants, pour deux fonctions de moyennes nulles, figurent
ci-contre.
Finalement, le raccordement continu en t = T impose ω0 = ω1 +

κDmT (1− α) donc β =
κDmT

Ωm

(1− α) soit aussi β =
a2DmT

J + J ′
(1 − α) . Le taux d’ondulation est faible si

α est proche de 1 (alimentation continue du tapis roulant) ou si l’inertie des rouleaux est élevée (c’est-à-dire si
J + J ′ � a2DmT = Ma2, où M est la masse déposée par période sur le tapis roulant).

II : Incinération des déchets

II.A – Comportement du four en régime libre

15. Le bilan thermique est une forme particulière du premier principe dH = δQ + δWu en l’absence de
travail utile ; par ailleurs, pour un système condensé (les parois du four), dH = C0dTs tandis que δQ = Pfdt.

Finalement, C0
dTs

dt
+G [Ts − Text] = 0 a pour solution Ts(t) = Text + {Ts(0)− Text} exp

(
−

t

τ�

)
avec

τ� =
C0

G
.

16. On peut par exemple rechercher l’intersection de la tangente à l’origine avec l’asymptote ; on trouve alors
t = τ� donc τ� = 4 h .

17. G =
C0

τ
= 1, 74 · 103 W ·K−1 .

18. En régime permanent, le flux thermique à travers un isolant d’épaisseur constante est lui-même une
constante en tout point de l’isolant : j = −

Pf

Σ est, par ailleurs, lié à l’écart de température par la loi de Fourier,

j = −λ
∇T . À gradient constant, la température a donc une variation affine dans le milieu qui constitue l’isolant,

et j = Ts−Text

e
donc Pf = G[Text − Ts avec G =

λΣ

e
soit numériquement G = 1, 90 · 102 W ·K−1 .

19. Le modèle proposé ici sous-estime manifestement les fuites thermiques, à travers les parties du four non
isolées par des briques, ou par des phénomènes de type radiatif.

II.B – Thermodynamique d’un système ouvert

20. On adopte à nouveau le mode de raisonnement de la question 2 : le système fermé envisagé est constitué,
à l’instant t, du système ouvert S et de toutes les masses

∑
De

i δt qui vont y entrer entre t et t+ δt ; à l’instant
t+ δt, on doit ajouter à (S) les masses

∑
Ds

i δt qui sont sorties du système pendant le même temps. Le premier
principe dU = δQ+ δWu + δWp appliqué à ce système impose le calcul :

2



– de la variation d’énergie interne dU = δt
[
dUS

dt +
∑

iD
s
i u

s
i −

∑
iD

e
i u

e
i

]
, en fonction des énergies internes

massiques us
i et ue

i ;
– du transfert thermique reçu, δQ = Pthδt ;
– du travail « utile » reçu, δWu = P ′δt ;
– du travail des forces de pression reçues par le système, moteur sur les zones d’entrée et résistant sur les zones

de sortie, δWp =
∑

i P
s
i δV

s
i −

∑
i P

e
i δV

e
i .

Il suffit alors de remarquer que Ds
i δt = ρsi δV

s
i et hs

i = us
i + P s

i /ρ
s
i où ρsi est la masse volumique de l’espèce i

sortant du système pour recopier ce premier principe sous la forme
dUS

dt
=

n∑
i=1

Ds
ih

s
i −

n∑
i=1

De
ih

e
i + Pth + P ′ .

21. Le seul paramètre thermodynamique est la température du four donc
dUS

dt
= C0

dTs

dt
.

22. Sans changement, Pth = G [Text − Ts(t)] + Pch − Pref .

23. En régime permanent et du fait de l’absence de matière, tous les débits entrants sont égaux aux débits
sortants, De

i = Ds
i ; en particulier, De

air = Ds
air = Dair ; par ailleurs, pour un gaz parfait, dh = cdT donc

he
air − hs

air = cair(Text − Ts(t)) donc De
airh

e
air −Ds

airh
s
air = Daircair [Text − Ts(t)] .

24. De la même manière, on intègre dh = cdT de part et d’autre de la température de réaction pour trouver
he − hs = ce(Text − T0) + q + cs(T0 − Ts(t)) . On en déduit, en régime permanent et si ce � cs, l’expression

Dehe −Dshs = D [c(Text − Ts(t)) + q] .

25. On regroupe les résultats précédents, en l’absence de tout travail utile, pour recopier le bilan thermique
sous la forme C0

dTs

dt = G[Text − Ts(t)] +Daircair [Text − Ts(t)] +D [c(Text − Ts(t)) + q] + Pch − Pref qu’on peut

aussi écrire C0
dTs

dt
+ (G+Dc+Daircair)Ts(t) = (G+Dc+Daircair)Text +Dq + Pch − Pref .

II.C – Essai du four en charge

26. En régime permanent, T∞ = Text +
Dq

G+Dc+Daircair
ou, numériquement, T∞ = 540 ◦C . On peut

aussi recopier cette équation différentielle sous la forme τ∞
dTs

dt +Ts = T∞ avec τ∞ =
C0

G+Dc+Daircair
soit,

numériquement τ = 6, 36 · 102 s ou 10, 6 mn .

27. Le développement de Ts(t) = T∞ + θ(t) et D(t) = Dm + δ(t) dans l’équation-bilan thermodynamique
ci-dessus amène à écrire C0

dθ
dt + (G+Dmc+Daircair) θ(t) + cδ(t) [T∞ + θ(t)] = cδ(t)Text + δ(t)q qui s’écrit

effectivement
dθ

dt
+

θ

τ∞
=

[
c(Text − T∞) + q

C0

]
δ(t)−

c

C0
θ(t)δ(t)︸ ︷︷ ︸

négligé

avec donc τ ′∞ = τ∞ .

28. En notations complexes, on peut chercher une solution de cette équation en régime harmonique forcé sous
la forme θ = c(Text−T∞)+q

C0

δ
1

τ∞
+ıω

où τ∞ ∼ 10 mn � 2π
ω

� 1 s ; on peut donc, dans l’équation ci-dessus (qui

est effectivement un filtre passe-bas du premier ordre de coupure ωc = 1/τ∞) considérer que ω � ωc et donc

négliger l’amplitude θ des oscillations de la température : Ts(t) � T∞ .

29. Il suffit de remplacer q par q′, T ′

∞ = Text +
Dq′

G+Dc+Daircair
= 587 ◦C .

30. On a Δheau = ceau(T
	 − Text) + Λ + cvap(Tmax − T 	) où T 	 = 100 ◦C est la température de changement

d’état ; numériquement Δheau = 4, 42 · 106 J · kg−1 ; l’échange thermique entre l’intérieur du four et l’eau étant

supposé total (pas de pertes thermiques), Pref = DeauΔheau = 2, 21 · 106 W .

31. Supposant a priori le refroidissement suffisamment rapide (au regard de τ∞), on peut négliger tous les
transferts thermiques sauf ceux associés au refroidissement par l’eau pendant cette phase ; de l’équation C0

dT
dt �

−Pref qui en découle on déduit la durée de refroidissement Δt = C0
Tmax − Tmin

Pref
= 56, 8 s ; on constate que

Δt � τ∞, ce qui valide l’hypothèse faite ici.

Proposé par paul.roux@fauriel.org

3


