Complément de cours PC* Joffre

Outils de représentation des signaux : transformée
de Fourier

Ce complément de cours est ne comprend que trés peu de notions exigibles (elles
sont signalées par un ) : le but est de savoir utiliser ces notions.

1 Généralités
Pour étudier les propriétés d’un signal, on utilise deux représentations différentes :

1. l'une dans I'espace des temps, fournie par la fonction z(t),

2. Tautre dans 'espace des fréquences, fournie par une fonction X (f) appelée « spectre ».

Le passage de 'une a l'autre se fait par 'intermédiaire de la décomposition en série
discréete de Fourier pour un signal x(t) périodique, ou par la transformée de Fourier
dans le cas général d’'un signal z(t) non périodique.

2 Spectre fourni par la décomposition en série de
Fourier d’un signal périodique

Si z(t) est une fonction T-périodique, alors x(t) s’écrit sous I'une des décompositions
en série de Fourier suivantes :

2.0.1 Série sur les cosinus et les sinus, a coefficients réels et a fréquences
positives

Série de Fourier \

s 2mnt 2mnt
x(t):XO+Z{ancos 7;? + b,, sin 7;n}0i1[an;bn]€R><R

n=1
Ko = T /
2
an, =7 / cos< 7Tnt) dt
by, T / ) sin (27mt> dt

Xo est la valeur moyenne de z(t) et a, et b, sont les coefficients de Fourier de z(t) j

-

Avec :
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2.1 Série sur les exponentielles complexes, a coefficients com-
plexes et a fréquences positives et négatives

Série de Fourier

12mnt

ou:c, €C

o0
> Caexp

n=—oo

Avec :
/ 12mnt a
) ex
Cn T p

3 On peut faire facilement le lien entre les deux décompositions :

2mnt 2t > 2t
2 Z c epo ™ Z c esz ™ +QO+ZQneXpZ ™
s —i2mnt = 12mnt
=) Cnexp +co+ Y Cpexp
n=1 n=1 T
© 12mnt —12mnt
=cy+ Z {Cn exp +c_,exp ]
n=1 T
> 2mnt 2t
z(t) =co+ Y [(Cn +c_,)cos i (ic, — ic_,)sin e ]
n=1
et donc :
Co XO
_a, — by,
=n — 2
_ap+ b

O Quelques résultats :

@ La fonction z(t) étant en général une fonction réelle, on a alors :

@ L’histogramme des modules | ¢, | en fonction de la fréquence est le spectre
en amplitude de z(t).

@ Celui des phases arg(c,) en fonction de la fréquence est le spectre en phase
de z(t).
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2.2 Série sur les exponentielles complexes a coefficients d’am-
plitude et de phase réels et a fréquences positives et né-

gatives @
Série de Fourier
> [/ 2mnt R
x(t) = Z A, expi (T + (bn) ou :[A,, ¢n] ER X R
Avec :
A, = |Qn|
on = arg(c,)

La figure , représente le spectre d’une fonction x(¢) T-périodique quelconque.

O3 Les fréquences f,, = n/T contenues dans z(t), sont proportionnelles a la fréquence
fondamentale f = 1/T obtenue pour n = 1.

O La composante obtenue pour n > 1 est la fréquence harmonique de rang n.
|Cnl Arg (Cr)

1 T 1. }

—Af =3f —2f —f| f 2f 3f 4f f —4f -3f fo2f

Figure 1 — Spectre d’amplitude et de phase (discret) d’un signal périodique quel-
conque
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3 Spectre fourni par la transformée de Fourier d’un
signal quelconque

3.1 Définition

Transformée de Fourier

La transformée de Fourier (TF) généralise la série de Fourier aux signaux non pé—\
riodiques. La transformée de Fourier de z(t) est une fonction X (f) qui le représente
spectralement et lui est liée par les relations réciproques suivantes :

o0

X(f) =TF(f) = /Ooexp (—i2m ft)z(t)dt

o(t) = TF~(F) = /°° exp (27 F)X (f)df

O La représentation du module | X(f) | est le spectre en module de x(t).

3 Celle de 'argument arg(X(f)) est son spectre en phase.

O Si z(t) € R, alors : X(—f) = X*(f), dou : | X(—=f) |=] X(f) | et
arg(X (—f)) = —arg(X(f)).

N /

Exemple de spectre continu :

A

> ¢ >
fmaz =W !

Figure 2 — Spectre de z(t)

3.2 Pic de Dirac et peigne de Dirac

1. La distribution de Dirac
Schématisée en figure (), cette distribution notée § est définie par :
Pic de Dirac
0(t)=0pourt+0
d(t)=1pourt=0

Figure 3 — Distribution
de Dirac
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2. Le peigne de Dirac de période T,

Schématisée en figure (), cette distribution notée II(T,) est définie par la donnée
de sa période temporelle T, et par la formule :

Peigne de Dirac

NI (M= Y 6(t—kxT)

k=—00

ou T, est la période et ou k € Z

IKT,)

HNARRRRRRANAD

Figure 4 — Peigne de Dirac de période T,

3.3 Produit de convolution et TF

3 Le produit de convolution (noté ®) de la fonction z (¢) par la distribution § centrée
en ty est :

x(t)@d(t—to)zfﬁ(t—to)

Seuls les produits de convolution avec le pic de Dirac (4(¢)) ou avec le
peigne de Dirac (IIy(t)) seront envisagés.

O Si f et g sont deux fonctions-distributions de la variable t, et si h est leur produit
de convolution :

h(t) = f(t) @ g(t)

alors, leurs TF se multiplient :
H(f) = F(f) x G(f)
O Si f et g sont deux fonctions-distributions de la variable t, et si h est leur produit :

h(t) = f(t) x g(t)

alors, leurs TF sont convoluées :

H(f) = F(f)® G(f)
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Signal x(t) Produit de convolution
t
rect <> z(t) @ 6(t — to)
T
x(t) * |
1 ® — !
Tt —t ot -t
Figure 5 to
Figure 6
t =
t | — 5(t —nT
rec (T> ) ® Z nT)
t) @ p(t)
a(t) x(t)
1 A '
Figure 7 T
Figure 8

3.4 Cas particuliers importants

3 Si z(t) est un pic de Dirac : x(t) = (t), alors sa TF est la fonction X (f) = 1.
La transformée d’un pic de Dirac est un bruit blanc parfait

3 SiII(T.) est le peigne de Dirac de période T, alors sa TF est le peigne de Dirac :

FALT) () = fo S 6(f —kx f) ol: fu = 1T,

k=—o00

La transformée d’un peigne de Dirac est un peigne de Dirac

3 Si z(t) est une fonction gaussienne de la forme :
x(t) = exp (—at?)

Alors sa TF est la fonction gaussienne suivante :

2 £2
\/Zexp(—ﬂaf )

La transformée d’un peigne de Dirac est un peigne de Dirac
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3.5 Tableau des principales 7. F

Signal g(t) Transformée de Fourier G(f) | spectre d’amplitude
IG(f)]

7T2f2
« ) !

exp(—at?)(a > 0) \/ZGXP(—

Figure 9
G

—f

fo -

Figure 10

i&wmﬂ ;i?u—ﬁ lLiLf

exp(i2n ) 5(f — 1) 1,

fo

Figure 13

1G(/)]

cos (27 fot) %5(]0 — fo) + %&f + fo)
—fo fo /

Figure 14
G

sin (27 f,t) %5(]0 — fo) — %&f + fo) - Al

Figure 15
[G(f)l

rect (t) rsine(77 f) A f

T

Figure 16
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